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الفصل الخامس : الدوال المستمرة من فضاء متري الى آخر 


اه ينايك وق ات أسباسة 
۲ الاستمرار النتظم 


۳ الدوال الستمرة والفضاء‌ات الحزئية 


E:‏ نضربة الاستمرار المنتظم 
اء یه 


سمج یا 


١‏ المشتق 
۲ خواص الدوال القابلة للاشتقای 
۳ نطريه تایلور 
4 التقارب النتظم والفاصله 
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الفصل الثامن : المكاملة ۳۱ 


3م تكامل ريات ... ااام ا E Gee‏ 
5 دوال قابلة للمكاملة EE 7 E E EE‏ 
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مسر د الرموز م ومو كوم ENTE TTI TOE r‏ ا -- ی 3۳ 


المراجع 121111111101011 سوا مسو رعاو مس Î SaaS‏ 


بسم الله الرحمن الرحم 


إن الهدف الرئيسي هذا الكتاب يكن في تقديم الواضیم الأساسية للتحليل الرياضي باسلوب معاصر . وتمهيد السبيل لملء 
الفجوة الفاصلة ما بين اولیات التحليل الحقيق . التي يعرض فا الطالب من خلال دراسته لمبادىء علم التفاضل والتكامل . 
وبين البحوث المتقدمة في سل || لرياضي . وقد جهد ٠‏ الولف في اخراج الکتاب ؛ نحيث بتمکن القارىء من استجلاء 
القدرة غير المحدودة التي عتلکها الب المسلات Axiom Method‏ ي تطوير علم الرياضمات . ونحيث تتعود الطاب 
على انتهاج هذا الاسلوب الذي بعر شق من اهم ما جاد به الفكر الرياضي على مر العصور ‏ الاس اللي بودی فى اة 
الطاف إلى نبد القاریء للعدید من العتقدات الحدسيّة . الى ربا یکون قد امن بها في سياق دراسته لریاضبات الرحلة 
الدرسية ٠‏ بل لرياضيات الستة الجامعية الأولى . ۱ 


بتالف الکتاب من ثمانية فصول . أما الفصل الأول ۰ فیتناول مبادیء نظرية انحموعات والعلاقات والدوال 
ويحدر الاعتراف بان معالحة نظرية احموعات ل تستند إلى أسلوب السلات ۰ ذلك أن اعتاد هذا الأسلوب في نظرية 
احموعات في هذه الرحلة بالذات ؛ من شانه تشویش القاریء بدلا من الاخذ بيده لاستیعاب بعض قوانینها . الي لا 
عکن دونبا فهم الفصول التالية الى صیغت بلغة انحموعات . لذا . عکن القول ان الفصل الأول هو عثابة معجم 
للمصطلحات الواردة ٩‏ في المصول اللاحعه . 


قضلاً | ذه النظرية من عميق الأث في استيعاب الفضاءات الثية . طي er‏ من القبات اق تحول بین 
الطالب وبين تمكنه من العديد من مواضيع يع التحليل » منشأها عدم الإحاطة بخواص العدد الحقیتي ‏ بل وعدم الوقوف 


الصحيح على معنى العدد الحقيق . 


وأما الفصل الثالت»الذي يعتبر من اهم فصول الكتاب » فيبحث في نظرية الفضاءات التربة . ویعود السبب في 
ادراج هذا الفصل ي موقع متقدم من الکتاب > الى أن دراسة التحليل الحقيوَ من خلال الفضاءات المثرية تظلب جهدا 
ووقتا بعادل تقریا ما حتاجه الطاب لدی دراسته للتحليل في الفضاء الحم المألوف «R‏ > فضلاا عن أن ادراكه للمفاهم 
الاساسة ۴ التحليل الحفيق بغدو أشمل واعمق . كذلك ؛ فان التعرف عل الفضاءات المترية بوهل القاری» لاستعات 
موضوع التوبولوجیا العامة بصورة افضل وأسرع ۰ ذلك أن الفضاء المترى هو فضاء توبولوجي خاص . 


۱ 


۲ الدعل الى التحلیل الرياضي 


وقد اف دنا المصل الرابع لدراسة نها بات الدوال من فضاء مترى الى آخر ثم انتقلنا ال مپابات الدوال والمتواليات 
الحقيقية سىيء من من الا سهاب . ولاكانت النبايتان العليا والدنامناء lim inf , lim‏ لد‌اله حشفه 4 تشادن اداتن عل در حه 


عالية من الفعالية لكل من يود التعمق في التحليل الحقيق » . فقد أوردنا في هذا الفصل تعریفها وبعضا من أهم خواصها . 


حين تناولنا في الفصل الخامس استمرار الدوال من فضاء مترى الى آخخر . فاننا قصرنا الفصل السادس على 
دراسة استمرار الدوال الخققة + واستخلصنا فة النظر بات الاساسة في الاستمرار الى بعالحها عادة التحليل الحقيني 
التقلیدی . و مقدمتها نظرية القيمة المتوسطة ۷21۵6 1816700601206 ونظرية القيمة الأكير والقيمة الأصغر 


Maximum and Minimum ۵‏ ونظر به التقارب المنتظم 6 01۴0۲۲ ]؛ و نظر بة الاستمرا ر المنتظم 
Uniform ۷‏ ,„ 


ولا كان الإدراك السلم للمفاهم الأساسية لعل الفاضل والتکامل شرطا ضروریا لكل من آراذ السير قدما ق 
موك التحليل الرياضي . ققرل اوردنا زر له ف المفاضلة واخر في المكاملة . 


قاما المصل السابع بع الذي كرسناه للمفاضلة . 4 فیمکتنا القول بأن افدف منه بكاد بکون اشتقاق النظر بات 
الأساسية ٠‏ التي سيق وتعرف القاریء غليا فى ساق دراسته الأول مبادىء علم التفاضل ۰ بيد أن البراهین هنا تمتاز بدقتها 
النظرية استنادا إلى النتائج الى استنبطناها في الفصول السابقة . 


وأما الفصل الثامن والأخير. فييحث في الکاملة . وأود الاشارة في هذا الصدد الى رأ ي للعام الكبير ديودونيه 

Dieudonné‏ « ي کتابه الرائع Foundations of Modern Analysis‏ :خض نی آنه « لوللا الأسم المرموق الذي , بسب اليه 
تکامل ريمان ( اي اسم العلامة ريمان صصةدمعنه ) ۰ لعفا الزمن على هذا التكامل منذ عهد بعيد؛ . ولا شك في أن ديودنيه 
على حق فیا بقول بهد الثورة العارمة ۰ الي خلفتها نظرية القياس والمكاملة والبي يعتبر لوبيغ عندهودعاء.1 » قائد يي 
ورغم هذاهفانتي اعتقد بانه من الصعوية بمكان على الطالب استیعاب نظریات الکاملة افد » دون الارتقاء الما بدءا من 
تكامل وات + . فضلاً عن أن السیر على هذا النوال»الذي یعکس التسلسل التاريخي في اکتشاف نظربات کار 
الختلفة . يطلع الطالب على الرابطة بينها . وفذا السبب ۰ اقتصرنا هنا على إدراج ع تكامل ريمان من خلال تعريفنا مجموعي 

۳۹ والادنی . وكان من الممكن في هذا المقام » تعريف تكامل ريات بطرق أخرى تمتاز عن طربقة دارو 
سهولة تعميمها عند الانتقال الى تكامل ريمان ‏ ستيلتجس Stieltjes‏ ۰ بد أننا اثرنا تعريض داربو لاعتقادنا يانه 
الاسهل . 


و عدر ر الاشارة الى خلو الكتاب من بعض بعض الواضیع الأساسية تاني 1 مقد‌ما السلاسل اللامنهية > والتكاملات 
المضاعفة . وتعليل الدوال الحقيقية على "© . ورغم أن |دراج هذه الواضیم في الکتاب تغنيه دون ریب الا ان حجمه 
بتجاوز عندئذ الحدود ال رسمناها له . 


القند ۳ 


هذا واود أن اش ر الى واحدة من السات المميزة لکت تابي هذا . ألا وهي حلوه من أي شكل هندسي 5 الأمر الذى 
يترتب على العسك الصارم انلوب اللات الله بي ۳ على الكتاب مسحة تحطيلية صرفة یت لم يعد القاريقء اجه الى 
ما شمه دیودونبه « الخد س افندمي ؛ Geometric Intuition‏ . وا اني ادر ماما أن هذا الامر سيعرضبي للنقد من قبل 
بعض السادة الزملاء . لاسما وان الکتاب بتدايي في مضمونه و وان اعرف بعجزى عن تقدیر مدی الر بح والخسارة بالنسة 
للطالب من جراء هذا السلك ٠‏ الا أنه اسلوب أرتضيته لكتابي . والله من وراء القصد . 


ورغبة منا في مساعدة القارىء عند الرجوع إلى م المكتوبة باللغة الانجليزية ٠‏ فقد أوردت ف آخر الکتاب 
نت بالمصطلحات الواردة فيه مرتبة وفق حروف افجاء العربية . مم مع مقایل کل من باللغة الجر 6 کا وکت افيا 
نوی الرموز الستخدمه مه نع ما تیه كل مثا بالل العر بية وقد ملعل الصفیحة ۲۸۹ قائعة باهم , آلراجع الستعان 
مها لدی وضع الکتاب . 


وقي الختام . فانه بطيب ل. ان آتوجه ال الاخوة الزملاء في قم الرياضيات محامعة الریاض . وبخاصة رئيس 
القسم الاستاذ الل ور سید قاسم حسين »زيل الشكر على ما لقيته منم من تشجیم ونصائح اقلت نا الى اعد ادون 
الأمر الذي كان له الأثر الكبير في جروج سادا الکتاب الى حر النور. 
المؤلف 
خضر حامد الأحمد 
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۱ المجموعات والعلاقات والدوال 


Sets. Relations and ۵ را‎ 


۱ امحموعات 


Sets سا‎ 


قن بکد جیا اهم اهر الى جافت با برياضيات القرت العشرين , وطرد ارات 
ادي جورح کانتور 0۵0007 060۲86 ( ۱۸4۵ ۱۹1۸ ء) موسسها ۳ . اسهمت الى حد بعد ٩‏ في اناد سا 
موحد وواضد- لش وت العلوم الم ناضية غدت اللفه العاص ة حا هله الت وع تحضتا الق ان آل ۱ ضية خم 
عوك ون 2 PET TT‏ ا ا ي وق + لاطي كويب و ی ا 2۷۳ 
نص <ع اھ باست‌لام نهد احموعات ۲ ورعم هد | 5 فان نطمح ف هد | الفصل ٤‏ ا کر و فب . بعص جوا ری نهر به 
اعات . ی حدود استع لنا ها ۱ 

تدرك احموعه بصورة حدسية . وکل محاولة لتعرشها ار من قبيل تفسير الماء بعد الحهد بالاء . وکامثله عل 
اجموعات . لورد مجموعه طلاب حامعة الرياض . ومجموعة الاج ام السماوبه . ومجموعة الستقیات 3 الستویءالخ 


E‏ كا ف اعضاء محموعة انه عنص تمر رن . وتکون المجموعة محذدة تماما ٠‏ ادا کان عقدو رنا الحكم ما 
اذا کان ن عنص” بتي ولا تي إلا . فجموعة الاعداد الصححة المي حبه . ,1,23 محددة اما فى تجن أن 
قرع اراد الدع في سوريا ليست كذلك . واذا کانت ۸ عع و 8 عتصرامن ۸ . فاننا نرمز ال 
0 ا لل ۸ الشكل Bê‏ إن ادا كان 8 غم رعق إن A‏ ب 24 . وبالاضافه الى الرمز 
نحموغة حرف كبير . فإننا غالبا ما نرمز ها بإيراد عناصرها . جميعها أو بعضها . فوسين . وعلى هذا فان (1:2:3) . هی 
مجموعة الا عداد الصححه ال حة الى تصغر العدد 4 . کا ان ال ف نب الأعداد الصحيحة المي حة 
كلها . 

تدعى امحموعة التي لا حوي اي عنصر الحموعة الخالية + سيك . فجموعة الأعداد الصحيحة التي مربم 
کل ا تاش 3 ا ومجموعة طللات كلية العلوم الذين تتجاوز اعارهم الماثة عام خالية كدلك , 


۹ الدخل الى التحليل الرياضي 


نقول عن محموعتین ۸,8 إنهما متساویتان . ونکتب ۸28 . إذا انتمى کل عنصر من ۸ الى 8 . 
زاس کل صرق 8 إلى که ب تم من تعریف التساوي هذا أن تغيير ترتیب عناصر حموعةءو تکرار عنصر أو 
اک في المجموعةءلا يغير انحموعة . فثلا (0,ع)<(2,۳:2) و (2,(<)0,۵) . وادا لم بتحقق شرط التساوي بين 
مجموعتين 4,8 . قلنا ابا مختلفتان . ونكتب عندئذ ۸۶8 . فلا (بع(ه,(ه)) . 


هنالك اسلوب آخرشائم تع الاستعال للدلالة على امجموعة . بطلق عليه اسم اسلوب دراج الخاصة انحدّدة ٠‏ نوجزه 

اکن 36 محموعة و ۶ امنيا اف × - ولتکن ۳۵ جملة تحوي المتغير  ٠‏ وتتصف بخاصة کونا 
ا ۸ اعنص من × .عندئد تسمی (*)12 خاصة حددة في × . وعلی سبيل 
الثال . اذا كان 26<)1,2,3,4 . فیمک بگ ن أن تكون (<)2 هی المساواة 4 -:» . ذللق أن هذه المساواة صحيحة 
غندما و . وغیر ضخيحة من أل تاس × اقبقة . للكت فمك أن کن ا الرا ي 
0 . ذلك ان هاتين التراجحتین صحیحتان دما تال × احدی القيمتين 3,4. و غير صحيحتين عندما 
تساوي × أحدى القيمتن 1,2 . وهكذا نرى ان (۳ تقسم × إلى محموعتين جز يثتين : جموعة العناصر الى 
تحقق (۳ . ومحموعة العناصر الى لا حقمها . وكار للمجموعة الأول بالرمز (۳0۵:* 5 . الذي يقرا غلل النحو 
التالي : « مجموعة العناصر × من × لبي مق الخاصه (۳ ١»‏ . ومن المکن الرمز الى هذه اصحموعه بالشکا 
((۳0:*) إذاكانت انحموعة × معروفة . ولم يكن نة محال للالتباس 


لتكن A,B‏ مجموعتين . فادا کان كل عتصر من لم غنصرا في 8 أيضاءقلنا ان ھ۸ محموعة جره من 8 وأو 
ان ۸ متواة في ۳ . و ان 8 وي ف 6 ولتت 8 ACG‏ . وادا دی . فاننا نکتب 8 1 ۸ . 
فثلاً . ان مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية محتواة في مجموعة الأعداد الصحيحة كلها . كا أن (۵,0) © (48»في حين 
(1,2(411,3,4) . يترتب على هذا . وعل مريت الساوي بك محموعتی . آن 4 ۸-8 تكافىء 
۸ و8 ۸6 . نستنتج كذلك أنه أي كانت انحموعة A‏ فان ۸ عم . ول الحالة التي بكون فيا AB‏ و 
8 ۸ ۰ فاننا تقول ان ام محموعة جزئية تماما من 8 راو ان م تراه 2 ماما في 8 . او ان 8 تحوی ماما 
۸ فرظ لذلك.ى 8 ع A‏ . هلا (1,2) IFC‏ ق حین آن (1,2) ۶ (1,2) . هذا وان احموعة الحالية 
2 محموعة جزئية من أي محموعة ۸ . ذلك أنه لولم تصح هذه الدعوی . لوجد عنصر × ينتمي إلى © دون 
A‏ ۳ لکانت © محموعة غير حالية رلان ضح ) . 


تسمی امحموعه الي عناص ها هي كل احموعات الحرئية من ا ٠ A‏ جموعة أجزاء A‏ ( او مجموعة قوة 
۸ ویرمز ها عادة ب (90۸ (اوب *2 6 . فاذا کانت (1:2) - ۸ مثلاً . 


عندما نکون بصدد دراسة حموعات جزئية من محموعة غير خالية × . فاننا نسمی × مجموعة كلية . وعل 
هذا . فان محموعة کل الثلثات في الستوی عثل احموعة الكلية عند دراستنا لتشابه الثلثات . هذا . ولا وجود لعو خوي 
كل امحموعات » ذلك أن قبولنا بوجود هذه انحموعة ۰ يوقعنا في تناقض ( يسمى تناقض کانتور) . لن ندخل في تفاصیله 
الان . 

درسنا ف عم الحساب العملیات العددبه الا ساسة وابر زها عملتا الجمع والض ب اق کل من هات العملتن 
يقابل كل زوج من الأعداد عدد آحر : حاصل جمعها| ( أو محموعها) في حالة الجسم ۰ وحاصل ضر یا (أو جداؤهما) في 
حالة الضرب 


اصموعات والعلاقات والدوال ۷ 


هنالك عمليات په من واج ععادة بالعمليات الحساسة ۱ و هد ه العملیات معر فه عل مجموعات عناصرها 
حموعات جزئية من محموعات كلية . ليست عددية بالضرورة . فاذا أفترضنا 8 , 4 محموعتین جزئيتين من مجموعة كلية 
X‏ . فاننا نعرف هده العمليات فيا طن . 


۲ -- تعريف (اجماع مجموعتن ) 


0 يطلق اسم اجماع محموعتین ۸,8 على مجموعة كل العناصر الي تنتمي إلى احدی المجموعتين 4۸,8 على 
الاقل . (اورعا الى کلیبا) . فادا رمزنا هذا الا جع ۶ ب AUB‏ . فاد (8 6 ۲ أو A‏ ع : عر اد8 „AU‏ 


شر - 2 A‏ 1 ار < ۳۹ لاھ 3 d,e,c,b,f} 2 ۱ a,b,c,d,e,f}‏ ا لا a,b,c}‏ ۱ 


AUB=BUA» ACAUB و‎ BSAUB ili. A,B اباكانت احموعتان‎ 


6 - تعريف (تقاطع محموعتن ) 


يطلق اسم تقاطع محموعتین ۸.8 على محموعة كل العناصر التي تنتمي إلى ۸,58 ني ان واحد . اي على 
مجموعة العناصر المشتركة بين ۸,8 . فإذا رمزنا هذا التقاطع ب 8 مه . فاد (8 ع»ر و 8۳:6۸ ۸ 


اي 


وعل سیل امال . قال 
{a,b,c}n{dy,e,f} = 2‏ و (عرط ! = {d,e,c,b,f}‏ مإعرطرة ) 


حم -ح ۸ مم و 2- )مم 
686 نتائج 


۸08-8 ۸ و ۸8۸ و‎ ۸8 ji. ۸,8 المسعتان‎ mil li 


وتسمی احموعتان اللتان لا عناصر مشتركة بيا . محموعتین منفصلتين . وواضح ان تقاطع امحموعتین النفصلتین . هو 
امحموعه الخالية . 


5 تعرف (حاصل طرح جموعة من اخرى ) 


بطلى اسم حاصل طرح امحموعة 8 من الحموعة ۸ على مجموعة كل العناصر الي تنتمي الى ۸۵ دون 8. 
فادا رمرنا خاصل الطرح سردا 5 8 ھر . فاب (8 ¢ A ۲ x‏ ع: : :ع ) = A—B‏ 


۸ المدخل الى التحلیل الرياضي 


وعلى سبيل المغال 1 فان ۳-۹ = AZ‏ و 2 < {d,e,c,b,f)} 5 {a} 3 A-A‏ — (8,0,6 ) 


١17‏ نتائج 
أبأكانت المجموعتان 4,8 . فان © = (۸-) 4-8(0) و ۸ ۸-86 
۸ -- تعرش (متممة مجموعة ) 


اتكن ۸ محموعة جزثية من امجموعة الكلية × . يطلق اسم متممة احموعة ۸ بالنسبة ل 36 على انحموعة 
هخ 2 اي عل المجموعة A}‏ 2۶ , 2 6 : ) 
وعلى سبيل الثال ء فاذا كانت × هي حموعة السيارات الكبيرة في المجموعة الشمسية » وکانت ۸ عموعة سيارني 
عطارد والزهرة ‏ فان 

[الأوض > اللريع » الشاي + زحل : نع : لین | × 


6864 نتائج 


يا كانت امحموعتان الحزئيتان ۸:8 من المجموعة الكلية 2 فان 
(X-B)‏ مم ع ۲ - A‏ و XxX - )( - A) = A‏ 
ود 6 < (۸-) مم و 2 ح (یثر - 2) دار 


ونترك للقارىء ۹ التحفق من صححة النظر به التالية ۱ 


0١‏ - نظرية 


ایا كانت المحموعات ©,8,مه . فان 


AU (BU C) = (Au BJU C ) دستورا الت لتجميع‎ ( 
An (Bn C) = (A (۷ ۱ 


Au (Bn © = (AU (0 (Au © 1 6 دستورا التوزيع‎ ( 
An (Bu ©( = (An B)u (An C) 


۲ -- دستورا دي مورغان ۷60/827 5 


إن متممة اجماع مجموعتين بالنسبة ل × تساوي تقاطع متممتيهماء ومتممة تقاطعها تساوي اجیَاع متممتهما › 
اي ان X—(AuU 8( = (X—A)n (X-B)‏ 
X—(An B) = (X-A) u (X - (‏ 


احموعات والعلاقات والدوال ۹ 
البرهان 


سنكتن بإثبات الساواة الأخيرة » ملقين مهمة إثبات المساواة الأولى على عاتق القارىء . 


زاغ کے ایلاً ۶ ترا من (8 ۸0) -× . إذن نجد استناداً الى (۱:۱5) أن ×€× 
و 5 ۸ ۲۶ ۲ وهذا يعني أن "xexX‏ و #۸ 1 او 8 # ۷ . فادا كان >7 © . و ۵ 1 
ی . وإذا كان × ©« و B‏ ۰ »فان ۲26-8 . وبالتالي : نجد ان 2-۸ ۰ 
او 262-8 . وبعبارة أخرى نجد أن(8- - 2) دا (۸-) € نوهکذا ‏ نکون قد وجدنا أنه ادا کان 
× عنصر امن (8 6ه)-* › فان × عنصرمن (8-×) نا( - -) ۰ وذلك يعني أن 
(8-غ2) دا (۸۵- 2) 18(6 0 ۸)- ۷ 


ف 


9 لفترض الآ × عنصزا من (6-8 0-۸ . ع تمة ×× وأو 
76۱-8 .فإذاكان 2-۸ . فان ع» و ۸ #» وس مسي يح 
و 8 ۸ فإننا نستتتج أن (8 N‏ ۸)- 2 €× . وید بصورة ماثلة أن 8 - - 2 ع» تقتضی كذ 
آن (8 0۲ ۸) - 2 عع وساي أنه اذا کان x‏ عنصرا من (9 - — 2 ) نارهش 36) . فان 1 
عنصر من (8 06ه4)- 2 . اد 

(ظ مغ ) - 2 > ر8 - 26) رارم خ2) 

ان علاقة الاحتواء هذه »> بالااضافة إلى علاقة الاحتواء التي استنتجناها من (١)»تعنيان‏ صحة المساواة الي 
نحن ي صدد إثباتها .ب 


لتعريٍ حاصل ضرب محموعتين ؛ لا بد لنا مسبقاً من تعريف الأزواج ( الثنائيات) المرتبة . 


نقول عن شيء مركب من عنصرین 8 و ف » ماخوذین بالژتب 3 م 0 إنه زوج هرتب ٠‏ ونرمز غالبا هذا 


الزوج ب (ط,4). نسمي ه السقط الأول هذا الزوج » ونكتب (0۲:2,0 = 8 ء کا نسمي ظ المسقط الثاني هذا 
الزوح . > ونكتب (۴,)8,9م = ظ. 


انتعال اليذاء 3 3 ۳ الا 8 آما حاولة م معر فيه 2 اذاکان ازوج ر اك متا اة ف 3 7 رح 
الكثيرين في مناقشات بيزنطية » كانت دوما تدور في حلقة مفرغة . 


يعرف تساوي زوجین مرتبین بالقاعدة التالية : 
ل b‏ و > و (a,b) = (c, dae‏ 


۱۰ المدخل الى التحلیل الرباضي 


لاحظ أن (طبع) و (0,ع) شیثان حتلفان . فاذا كان 2-6 . فان (8) [ط,) »في حين أن 
(2,8) - (طبة) » أي أن انحموعة (2,0) في هذه الحالة تتالف من عنضر واحد » في حين بتألف الزوج الرتب من 
عنصرین ( رغم انیا متساویان) . اما ادا كان 2۶ ۰ فن الواضح أن (ه,9) = [a,b}‏ > في حين يكون 
(0,3)+ (2,0) . وبالتالي » فلا يمكن ان يكون (ط,ة) و(ه13,8 شيئا رياضيا واحدا . 


۶ - ملاحظه 


يعرف الزوج الرتب (3,5) أحياناً على أنه احموعة ,113,3 ٠‏ وعندئذ نستنتج مباشرة أن الشرط اللازم 
والكاني كي یکون (6,۵) -(3,5) . هو 0-4 و 2-6 . 


۵ - تعرس (حداء محموعتن) 


أن لاء مو عتا A,B‏ الدي برمز له - 8 A x‏ 5 هو مجموعة کل الأزواج المرتية الي تنتمي مساقطها الأول 
الى ۸ ٠‏ وتنتمى مساقطها الثانية الى 8 ٠‏ أي أن 
(8 ع 9 , ۸ ع 3 : A «> 8 = {(a,b)‏ 
بسمی ۸×8 جداء دیکارتیا (أو حموعة ديكارتية ) ل 4 و 8» وذلك نسبة الى الرباضي والفیلسوف الفرنسي الفذ 
دیکارت :00۵627 . ۰ الذي كان أول من نشر أنحاثا في المندسة التحليلية عام 15817 م . 
وهكذا . اذا کان (2,4) = 8و[41,3,5- ۸۸ . فان : 
Ax 8 = {(1,2,(1,4),(3,2),(3,4),(5,2),(5,4) (‏ 


وينتج عن تعريف جداء محموعتین » أن حاصل ضرب المجموعة ۸ بنفسهاءأي 4 ×4 » والذي نرمز له أحيانا 
ب ۸۶ . هو المجموعة : (2,96۸: (,2)) = Ax A‏ 
وهكذا فبفرض (1,3,5) = ۸ . يكون: 
Ax A = {(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,3),(3,5),(5, !(,)5,3(,)5,9(‏ 


لتعريف جداء ثلاث محموعات لا بد لنا مسبقاً من تعريف الثلاثيات المرتبة . 
5 - تعريف ( الثلاني المرتب ) 


لتكن ع,طم,ة ثلاثة أشياء . يعرف الثلافي المرتب (0,0,ع) على أنه زوج مرتب؛مسقطه الأول هو الزوج المرتب 
(5,ة) . ومسقطه الثاني هو . اي أن : (ع,(طية) )= (,ط,ھ) 


نستنتج من هذا التعريف . ومن تعريف الزوج المرتب أن : 
((a,b),c) > ((d,e),f (‏ جحعرزاءع,ل) = (a,b,c)‏ 

۲ < 6 5 (ع,ك) = (ط,ج) ج 

]۲ < 6 و < 9 و ل 2 وجيب 


احموعات والعلاقات والدوال ۱۱ 
۷ -- تعر یف (جداء ثلاث محموعات) 


لتكن ۸,8,٤‏ ثلاث محموعات . نعرف ۸86 على أنه جداء المجموعتين 8,6 «ه . أي أن : 
۷( ر) د ) A < Bx‏ 
وبالتالي فان 3 
Ax Bx © = {((a,b),c):(a,b) e Ax 8 , c eC}‏ 
۱ ,68 , 6۸ 5 : 2:۳,0) | - 


برت على هلا أن حاصل الضرت ار >( شر »< قشر ي الذي برمز له اخانا دشر هو ا مجموعة : 
AXAXA = {(a,b,c) :a,b,ce A}‏ 
وهكذا » فبافتراض (2,4 | = 8 . نجد 
BX 8< 8 = ) )2,2,2( , (2,2,4) , (2,4,2), (2,4,4) , )4,4,4( , (4,4,2) , )4,2,4( , )4,2,2((‏ 


۸ -- نظرية 


(۱) اذا کات احدی احموعتین 4,8 خالية ‏ فان 8ه موعة خالبه . 
(۲) أبأكانت المحموعات ۸,8,6 « فان Ax(BQ © = (AX 8)^ (A XC)‏ . 
(۳) اذا كانت 7 8,066 ۸۶ « فان BXD‏ 066 ۸۱ 


البرهان 


)١(‏ للفترض مثلا أن 2- ۸۵ ۰ وأن ۸۵ . إذن هنالك عنصر على الأقل » وليكن (6,) © منت 
الى 8 . لکن هذا ر يعني آن A‏ 8 ؛ أي أن 2 ۴ ۸ وهذا مناقض للفرض . لذ + لا بد آن 
یکون © = A×8‏ . 


(۲) إن المساواة (© × ے) م(8 ×۸) = (© ۸۱680 صحيحة » اذا كانت احدی المجموعات ©,8,ه على 
الأقل خاليةءوذلك أستناداً إلى (۱) , لفزض الان أن 4,8,٤‏ غير خاليةءلكن © - © م8. 
عندئذ يكون @ = Ax(BNC)‏ . ستبت في هذه الحالة أيضاً أن (۸<0) 8(۸ × ه) خالية كذلك . 
3 افترضنا جدلا أن المجموعة الأخيرة غير خالية ٠‏ لوجد عنصر (xy)‏ في AXB‏ وي ۰ ۸ 
85 معا » ولتزب عل ذلك أذ لا عنصر من ,8 ا اي عنصر من © مه ۰ وهذا غير ممكن لأن 

0 - 06 ۲۱ ۸. ودک يد فل ا أن ۷ آواردة ی ۳( صححهة دوم وات إحدى 


خالية . 


۱۲ المدخل الى التحليل الرياضي 


1 6 © 0۳0 *< ۸ ع (۷,) 3 ادن 2606 ۷ وهشرع:< . ویب على ا آن 
© 8,۷ 6 ۰۸56۸۱۷ وبالتالي فان (لا,*) تمي ال AXB‏ و AXC‏ معاءاي ان 
(A × ©(‏ 0( ۸۱۷ € (۷:, » وهکذا فان (AX (۵ (A XC)‏ ۶( 20 <۸. 


. وبالعكس . لنفترض (©ه) 8(۸ ×4) € )×y(‏ . اذن (لا,*) موي 6 و AX‏ معا 
ويترب على هذا آن ل) ع ۷, 8 ء ۷, ۵ ع 1 .أي © Bn‏ ع ۷, ۸ ع » »> وهدا ر يعنى أن AX (Bn C)‏ ع (۲,۷) . 
وهكذا. فان 0 ۵۸۱۷0۵6۸۷8۵۵ م(8 عا ). 
ان علاقة الاحتواء هذه مع سابقما تشتان صحة الساواة المطلوبة . 


(۳) اذا افترضنا أن © = 6« ۸۵ فان 610 ٤‏ €×4 . لنثبت صحة علاقة الاحتواء هذه في الحالة 
6۵ . لیکن >( . إذن ۲6۸,۷66 . ولا كان م عء©,8 عم ۰ فان 
لا 8,6 ۸ « اي ان  ),( 6 BXD‏ وهذا یعنی أن 0 >269<*اث. ه 


لتكن × محموعة كلية » ولنفترض أننا نود الحديث عن جاعة من احموعات الحزئية من × . للتمييز بين 

حموعات هذه المواعة » فن الملائم إعطاء آسیاء ها . ولهذا الغرض » سنورد مخموعة 1 من الأمیاء .سترمز لعناصر 1 

.رز وسندعوها آمیاء حموعاتناا لزية من 6 . وعل سيل الثال + فن المکن أن تکون ..., يف يقب 
مجموعات حزئبه من × . 


من الواضح أن إغطاءنا آسیاء من عناصر 1 للمجموعات الفزقة مق افليس سوی اسناد دلیل لكل من هده 
احموعات الحزئية : فدلیل :4 هو أ ودلیل ر4 هو ز ... الخ . وهذا هو السب الذي بخولنا تسمية 1 عجموعة 
الأدلة ٠‏ کا تسمی عناص ] بالأدلة . ونقول عن جاعة المحموعات الحزئية من X‏ ؛ التی أسندنا لكل منها اسم من 1 
بك توت قات أله من 3 سارت ته اللياعة بالشکل 361 ليهاو اختصارا ب (,۸) عندما تکون ن مجموعة 
الادلة [ معلومة . قثلا . اذا کانت ,يم هي امحموعة ۱ مضاعف ل : ×= مم حيث 1 عدد صحيح موجب ۰ 
فان اماعة ۲۷ ,| م۸۵ ) ليست الا اطماعة  ۸:۰۵۵:۵۰:۰۰۰۰‏ حيث 
إن بلقي كيشا و شق ا عير ب رم بلس[ باه 


هذا . ونقول عن 1 ©1:1:ث) انها جاعة خالية من المحموعات اذا كان © - 1 . 
6 تعریف 


لتکن ! محموعة ادلة و 6 محموعة كلية و ۱6 ۸:۱ ) جاعة من المجموعات الحرئية من × مجموعة آدلت| 
1. عندئدذ : 
)١١‏ طلق ١‏ سم اجاح ابقراعة 1 16 {A:},‏ على مجموعة کل , العتاستر من X‏ الي بنتمي كل منہا إلى إحدى 
اجموعات Ai‏ على الأقل . وت هنن الاجهاع ب د . أو اختصارا ب بر دا وبالتاي : فان 
Arı [‏ ع» ن أجل قتف ما 1 E‏ بكر ,لا 


احموعات والعلاقات والدوال ۱۳ 


يترتب على هذا التعریف أنه إذا كانت ۸:(:1>1) جاعة خالية من انحموعات (أي © = 1)» فان 
2 < شرل 


(۲) بطلق | سم تقاطع امطماعة 11 , (ب) على مجموعة كل العناصر من × الي ينتمي كل منها إلى جميع امحموعات 
A,‏ 1 ان واحد » أي على جموعه العناصر المشتركة بين کل محموعات الجماعة . ونرمز لهذا التقاطع 
ب :۸ الم و اشارا د بر . وبالتالي » فان (به ©< ایا کان ¡ من 2۱:1۲ بربرم 


تنب نع التعربف أنه اذا كانت الماعة 1 ©1,[:ث] خالية ‏ فان × > :0,۸ . 


)۳( نوات ج( (أي حاصل ضرب ) ا یاه 1 16,إيش  )‏ الذي نرمز له ب رش زر الا ر 
على أنه حموعة کل الاعات ۲۱ , (:2) 4 حست بش 6 رج ‏ ابا کان 1 هن 3 


وي الحالة التي تكون فيا مجموعة الأدلة 1 منبية ومؤلفة من 8 عنصرا مثلا »> فن الممكن اعتبار 1 المجموعة 
(0, .2 ) 4 کا عکن كتابة الیداء ند کل عل الشکل 1۸ ار و . * > ار . وي هده الجالة » 
ا الحماعة 2,(,161) على المط (.3...,يقرية) اوق فة n‏ فاذا تقیدنا مهذه الرموز » فاننا نجد 


Ars KRA ês: sî EA, EA اه نا‎ 
= 1 


وعندما لمر = م > ۰.۰ > و۸۵ > ,۸۵ فاننا نرمز للجداء السابق ب ۸۳ » اذن 
EA}‏ ۱ . .ريقرية : (يقر: . .ريقرية) 1 - 


سنورد الآن نظرية تشکل تعميما لدستوري التوزيع الواردين في النظرية (۱:۹۱) . 


إذا كانت ر [ 1 « (:۸ ججاعة من المجموعات الحرئية من محموعة كلية AX‏ 1 وکانت ۳ محموعه حزئبه من 
X‏ أيضاً » فان 

BU ربخ رم)‎ = n, (BU زبخ‎ 

(urA,) = U, (Bf A:)‏ م8 
البرهان 


سنكتنق بإقامة البرهان على المساواة الأخيرة . 
لیکن × عنصرامن (نش,نا) 80 . لاکان ب4ا 6* . فهنالك 1 من 1 محيث إل ©* . فاذا أضفنا الى 
ذلك أن 8 , وجدنا أن :4 86 6× . وبالتاليى فان (نث 8°( ,داع* . ادن (ب۸ 86) U,‏ ع (يخ (U,‏ 80. 


٤‏ الدخل الى التحلیل الرياضيي 


لفزض الآن أن × عنصر من (4 8۸) رن . إذن هنالك 1 من 1 . بحيث به م8 × . وهذا يعنى أن 
xeB 2 6‏ الک الت ی ۱ 1 Uu,‏ . ر 5 
۴ 3 ۳ لدي ينتج عنه ان xEU,A,‏ و8 € xX‏ اي (ب۸۵,ی) ٠ ۷ ۶ Bf‏ ويتج عن هلأ ان 
(ظ,ت) ۳۳ > (Bn A;)‏ رلا 
لذا فان المساواة الطلوب إثباتها صحيحة .م 


دب وی با مود 


۲ -- نظرية 


تكن ۲ ۸:۱,۱6) و 1 عز,(8) جاعتین من احموعات الحزئية من مجموعة كلية ما . عندئذ یکون : 
B, ( 6 (A; B,) (۱)‏ رم لا (رهرم) 
32س( (U,A:) n (U, B;) = U, (A: B;)‏ 


ونترك للقارىء ۰ إثبات النظرية التالية باتباع اسلوب مائل لذلك الذي سلكناه في برهان النظرية (۱۸۹۳) . 


۳ - دستورا دي مورغان 060۲220 المعمان : 


اذاكانت 1 ع۸:(,1) جاعة من احموعات الحزئية من محموعة كلية × ۰ فإن : 
( یر )۸ ۲۱ لا رم زا- وا 
U/(X-A,)‏ = :2-۸ 


الممموعات والعلاقات والدوال ١6‏ 


۲ العلاقات 


1121105 


) تم يف ( الملاقة‎ - ١ 


نسمي کل محموعة جزئية من امحموعة ظ<۸ علاقة ثائبه بن عناصر ۸۵ وعناصر 8 ۰ أو علاقة في 
38م « او علاقة من ۸۵ إلى 8 . وتسمی محموعة الساقط الأول في کل الا زواج المرتبة المؤلفة للعلاقه » ساحة او 
مجموعة تعريف أو منطلق العلاقة » كا تسمی محموعة الساقط الثانية في كل الأزواج المرتبة التي نتمي إلى العلاقة مدى ؛ أو 
مجموعة قیم؛ أو مستقر العلاقة , 


وبوجه خاص » فان كل محموعة جزئية من المجموعة ۸۸ ۰ تسمى علاقة بين عناصر ۸ . (أو علاقة في 
+ أوعلاقة على ۸ ). 


وعلى سبيل المثال » فان كان ۰ 2,4) = 8 ,(1,3,5) = ه فان 
| (۱)۱,۵,)3,۵- ,۲ 
هي علاقة بين عناصر ۸ وعناصر 8؛ ساحتها (1,3) ومداها (4) . کذلك ‏ فان 
((5,5), (3:1), (1,3), (1:1) ) = ,۳ 
هي علاقة بين عناصر ۸ ؛ تشکل انحموعة (1,3,5) = ۸ كل خی ساسا واا . 


وبوجه عام . فان ساحة العلاقة ۲ بين عناصر ۸ وعناصر 8 . هي امحموعة ۰ 6۲۱ (۸:0,۷ ©« ]ء 
ومداها احموعة (6۲ (۷,): 8 ع ۷) . 


هذا واذا کانت ۲ علاقة في ۸×8 . وکان ٤۲‏ (ر,») . فاننا نقول ان (9,*) يحقق العلاقة ۲ (أوإن 
۷ يرتبط ب × وفق العلاقة ۲ ) ونکتب ۲۲۷ . واذاکان #۲( . فاننا نقول أن (ا,*) لا يحقق العلاقة 
۴ » ونکب 2۴۷ . وهکذا فلدینا مثلا : 3۳,4 و 1۴,5 1۳,3 


لقد عينا كلا من العلاقتين :۲,۰۲ بأن وضعنا جمیم ال زواج المرتبة الي تنتمي إلى كل منبا ضمن قوسین . 
ویدعی هذا الأسلوب في تعیین العلاقة بالطريقة احدولية . بيد أن هنالك اسلوبا آخر لتعبین العلاقة هو ااتالي . 


١5‏ المدخل الى التحلیل الرياضي 


۲- اسلوب الخاصة المحددة 


لنفرض × متغيراً في احموعة ۸ والا. متغيراً آخر في المجموعة 8 ( 4,8 قد تكونان متساويتين أو 
مختلفتین) . لتكن (ل9,*)© جملة تحوي المتغيرين ,ید : وتتصف بخاصة كونها صحيحة أو خاطئة عند تعويض × 
بعنصر من ۸۵ و و بعنصرمن ‏ 8 . عندئذ + نسمی (3,)© خاصة محددة في 4×8 . فثلاً . اذاكان 
وج )3456 A . B=‏ 
وکانت (0۷ هي الخملة ٠‏ ۶۱۷ ۰۰ التي تعنى أن × يقسم ر . فان هذه الحملة صحيحة عندما 
9-4 , 2< مللا . محاطله عندما 25 لا , 3< ۲ , 


وهكذا . فال الخاصة المحددة ((, في مجموعة 4×8 نقسم هذه امحموعة الى محموعتین جزئیتین : 
مجموعة العناصر التي تحقق الخاصة . ومجموعة العناصر التي لا حققها . ونرمز مجموعة العناصر الي محقی هذه الخاصة 
بالشكل C(x.y)}‏ :8 ياشع ٩:۷‏ = ۱۲ او بالشكل 

((0),1) : (لإ,*) | = ۲ 
عند عدم امکان الالتباس . ومن الواضح ان ۲ ی العلا قه بین عناصر ۸48 اي مق الخاصه (لإ,“)© . 
وهكذا . فال العلا فه بين عناصر امحموعتین (* ) التي حاصسا المىددة 1 × من م ) بسچ بو je)‏ 8 )"» کا ان 


تكتب بالشكل الحدولي ‏ (4,4), (3,6), (3,3), (2,6), (2,4) )»او على المط التالي : 


{ (x,y) € Ax 8:۱۱ 


وتجدر الاشارة الى أنه غالبا ما يشار الى الخاصة (ر,»)ع المحددة للعلاقة ۲ على أنبها العلاقة ۲ تجاوزاً . وعا 


سا 


هذا . شن المکن الکلاء عن ۱ عاك وه التراجح > )| او ا عبار" فه التراجح او لتساوي > ! او ب علا فه التساوي د ابم 


E.‏ ا 


عناصر × . كذلك عکن الكلام عن «علاقة الاحتواء © » بين عناصر مجموعة أجزاء مجموعة . 
هنالك علاقة تشغل مرکزا متازا بين جميع فروع العلوم الرياضية . الا وهي علاقة التکافو . 


١.‏ تعريف (علاقة التكافؤ) 


لتكن 2 علاقة على مجموعة 4 . تسمى 28 علاقة تكافؤ على ۸ . اذا توفرت في ع خواص الانعكاس 
والتناظر والتعدي . الي نعرفها فيا بلي : 


)١(‏ نقول عن علاقة ۴ بين عناصر محموعة ۸ انها منعكسة في ۸ . اذا تحقق الشرط 
82 ( اي ۴ € (ه,ع) ) ابا کان 8ه من هر 


انحموعات والعلاقات والدوال ۱۷ 


وعلى سبل اثال + ٠‏ فان العلاقة « 2 بشابه ١‏ » العرفة على محموعة المثلثات في الستوی منعکسة . لأن 
اي مثلث مشابه لنفسه . آما العلاقة ۱ 0 مایق ال عل ر بي البشر یت که 
کدلك فان العلاقة ۱ ۸۸ محتواة تماما في 8 را یت یا سرب تسه سک 


(۳) نقول عن علاقة 8 بين عناصر محموعة ۸ انبا متناظرة في ۸ اذاکان 
۵۶ = 28۷ . (اي (b,@eE,‏ + لع (ابد) ) . 
وعلى هذا . فان العلاقتين الأوليين الواردته ن في (۱) متناظرتان ۰ ذلك آنه اذا كان اثلث 8 يشابه طا . فان 
المثلث 8 شابه 2 واذا كان و ضدبقا | 6 فان ۲ صدیق ل 2 . اما العلاقة الأخيرة في(١)‏ ۱ فن الواضح آنا غير 
متناظرة . كذلك فان علاقة التراجح « 2 اکبر من 5 ا و المعرفة على مجموعة عددية غير متناظرة أيضاً . 


ف نقول من علاقة 1 بين عناصر مجموعة ۸ ابا متعد به ف ۸ . اذا محمق الشرط 
6 جح ۳ و ,۳۲ 2 


( اي الشرط : 8ع وبة) > (a,b) eE,(b,) E‏ 
ف ۰ نرى بوضوح أن علاقة التشابه العرفة على حموعة الثلثات ‏ وعلاقة الاحتواء التام العرفة على حموعة اجزاء 
محموعة ‏ وعلاقة التراجح على مجموعة عددية كلها علاقات متعدية . اما العلاقتان ١‏ ۾ صديق ط » المعرفة على محموعة 
الناس + و « 3 عمودي على ١ ١‏ المعرفة على محموعه مستقهات المستوى : فليستا متعديتين . 


و بر هر عادة الى علا فيه التکافو ب كر أو و أو غيرهما. 


وهکذا ۰ فاستنادا إلى تعریفنا لعلاقة التكافؤ » نستنتج بیسر أن العلاقة « ه يوازي و » هي علاقة نکافز على 
مجموعة مستقمات فضاء ثناني أو ثلاني البعد » ىا أن العلاقة « ۾ یشابه 5 » هی علاقة تکافو على حموعة مثلثات هذا 


الفضاء . 
45 تعریف ( صفوف التکافز) 


لتكد ۸ محموعة عليا علاقة تكافٌ ده » ولیکن ۾ عنصرا من ۵ ابس ار اران من عنامي > 
الي يكافىء كل منها 3 صف تکافز 6 ونرمز له ب E,‏ . وهكذا ) فان wa)‏ ز : گر ۲ = E,‏ 


068 مئال 


لتكن ,۲ علاقة على مجموعة الأعداد الصحيحة 2 بحيث أن الشرط اللازم والكافي کی يكون ٠‏ © (لا,*) 


هو آن يكون ۷ س يرا فابلا للقسمة على 4 . عندئد نرمز لدلك ب . (4 200) ۷  <‏ ؛ ونقرا هذا بالشکل بان 1,۷ 


۱۸ الدعل.ای التحليل الر بايي 


متطابقان من قياس 4 » . من السهل التحقق بان ۲۰ علاقة تکافژ على مجموعة الاعداد الصحيحة 2 . واذا لاحظنا 
ان اي عدم شخ ادا سم على 4 فان بای القسمة لا بد ون يكون واحدا من الأعداد 0,1,2,3 ۱ (اي لا بد ان 
يكون متطابقا مع احد الأعداد 0,1,2,3 من قياس 4 ) . فان هذا العدد لا بد وان بنتمي إلى احد صفوف التکافز 
الاربعة التالية (...,8,ب4,0,4- ,8 - و...) = (0)42 5 : :22 ۲) = E,‏ 
[...,9 ,5و1 ,3 - و7 ...1 = }1(4 1 :62 E, = ٩۷‏ 
E, = )* 62:52 X4)} = ).۰ ۰-6, -2,2,6,10,...[‏ 
(-...1.3,7.11 - رک و ..) = 344 E, = {xeZ:x#‏ 


لات ريك 


لتك ۸۵ مموعه ما . فادا فنا م الى حاعة من احموعات از ئمه عم الخالبه . ا ۱1 ما منفصل عن 
الحموعات الباقية . والتي اجيّاعها يساوي 4 . فانانقول بأن هذه اللياعة من المحموعات الحزئية تشكل تجزئة للمجموعة 
۸ . وعل سبيل المثال . فاذا كانت (1,2,....10,11 )= ۸ وكان 
(9,10,11) - , (2,4,6,8) = © , (1,3,5,7] = 8 
فان الهاعة 8,٥,2‏ تشكل تجزئة ل 4 . لكن ,اذا اتعضنا عن 5 بالمجموعة (8,9,10,11) = .0 . أو بالمجموعة 
0,۱۱ 2 ,۰.0 فان ,8,6,0 لیست غزة د ۸ . لأن. اتا رومع ع ا أن CP‏ لت ابضا ت 
ل A‏ لانم ۴ 9 ن© ن8 , 


ما كنا « لتحث. ٩‏ التعر بف السا 8 وك العللاقات . لول" وحود ر باط وق سس عار ود تكافؤ على جموعه 5 وعز له 
هده الجموعة وهدا ما يعرم تك النظربة التالية 


٠‏ نظرية 
إن جاعة صفوف التكافؤ . التي تحددها علاقة تكافو نہ على محموعة 4ء تشكل تَزْئَة ل ۸ . 


البرهان 

كي نبين ان جاعة صفوف التكافؤ ۸( . تشكل جزئة ل 4 نلاحظ ما بلي : 

)١(‏ لکن 8 عنصرا ما من ۸ . لما كان دهع . (لأن علاقة التكافئ منعكة) . فان ٤.‏ 6ه 
وبالتالي فإن .8 ملاته . يترتب على هذا. أن ۴ ملاء۸ . ولا كان من الواضح بأن 
A‏ > روط U,‏ فان E,‏ رلا ع فل . 


59 مین الآن ان اي صن تکافو محتلفين لا بد وآن یکونا منفصلین . لنفترض لآ قل جك ا 
تكافو محتلفان . لکن ۶0 ۴۰ 5,0 . عندئذ عة عنصر : وليكن > ملا ۳ ۳ ۱ 
E‏ عع . ان هذا يعنى أن > و هلمع . يترتب عل کون علاقة التكافؤ رم متناظرة ومتعدية . أن 
٥ھ‏ . لکن هذا . يعنى أنارظ = ,8 » ذلك أنه اذاكان ,ع €× فان ۵و . لكن تاه 
اذن 9 . وبالتالي م8 € × . نستنتج من هذا . أن م8 > ,ع . ونجد بصورة ماثلة أن E,‏ > وع . 
وهکذا نجد أنه اذا افترضنا ۶۵ ,2 م ,8 ۰ فاننا نجد 80 = ,8 وهذا خلاف الفرض . اذن 
E, - 6‏ ممظ . ه 


احموعات والعلاقات والدوال ۱۹ 


بطلق على محموعة صفوف التکافز (۳,(,8>۸) ٠‏ الناجمة عن علاقة تکاف ‏ على محموعة ۸ سم 
محموعة حاصل القسمة ۰ ورمز ها ب سم /۸ . وهکذا : فان محموعة حاصل القسمة لعلاقة التکافو ۲۰ 'على محموعة 
الاعداد الصحيحة 2 والواردة ‏ الثال (۱:۲۵) هی (وررطىرظه,مظ) = 4 .Z/‏ 
ان عکس النظرية السابقة صحيح . وعلی وجه التحدید ترد النظرية التالية . 


۸ -- نظر ية 


ان کل غزئة حموعة ۸۵ تحدد علاقة تكافرٌ على م . 


الرهان : 
تکن ۰ ۲۱,۱6۱ جاعة من انحموعات الزئية من ۸ تشکل تجزئة ل 4 . ان هذا يعني أن 
2 ۸ . وأنه اذا کان ,۲:۶7 . عن أجل عنصرین ما ا عن 1 . فان ۶0 1 1:0 
اتشکل علاقة E‏ عل ۸ کا یل : ان الط اللازم والکافی کی بکون 6۴وا . هو أن ینتمی العنصران 
۷,۷ الى نفس المجموعة 13 من التحزئه 1 ا 1 E‏ علاقة تكافؤ على ۵ . 


)۱( یک ۷ عضرا ما من ۵ . لا كان A =اJ, T1‏ . فال × یتمی ال محموعة ما ولتکن ,1 
وبالثالي . فان 6,06۴ استنادا ال تعریف 28 . وهکذا فان 8 علاقة منعکسة . 


(۲) اذا کان 5 ©(لا,*) . فان 2,۲ ينتميان ال مجموعة واحدة من محموعات التجرئة . وبالتایی فان 
۴٤‏ 6 (۷,۲) استنادا ال تعربف 2 . لذا . فان ۴ علاقة متناظرة . 
() لیکن ]0۵26 ۰ 25( . إن هذا يعنىءاستنادا إلى تعریف 8 . أن × يتتميان إلى 
مجموعة واحدة ,۲" . وان ۷:2 نتمیال كذلك الى حموعة واحدة ,1 . وبالتالي . فهنالك عنصر 
تمك ,۷۲,۵۲ اذن ۲,67۲,۶۵5 . الأمر الذي برب عليه أن 7-27 . ولاه لو 
تتحفی هده المساواة لكان © - ,1 م1 ) . ستنتح 3 هذا . أن ,Z‏ و سي الى محموعه واحده 
,1 . وبوجه خاص . فاد 2,2 تنتمي إلى حموعة واحدة من التجزثه . واستنادا إلى تعربف 8 . 
فان 8 2(6,) . اذن 8 علاقة متعدية . » 


تخت بند العلاقات بتعریف علاقة الترتيب 
۵۹-- تعریف (علاقة الترتيب الحزني) ' 


كن ۲ علافة عل غ ھی © علاقة ونيب عونق عل ۸ إذا توفزت ف ع عاص 
الانعکاس واللاتناظر والتعدي . اما علاقتا الانعکاس والتعدي . فقد سبق وعرفناهما في (۱.۲۳) . وأما بالنسبة للاتناظرء 
فاننا نقول عن العلاقهة ‏ ۲ عل ۵ انها يه متناظرةءاذا نتج .عن کون آءع(قرط) و ]اع (ط,3) أن > 2 
هذا . واذا کانت ۲ علاقة ترتيب حزني على ه ؛ فاننا نرمز لكون ١6((,ة)‏ على الشكل 249 . ونقول إن 


.2» 6 سق‎ 2 ٠ 


«۲ المدخل الى التحلیل الرباضي 


ول نی 7 : فان ا وی او و کڪ اس حموعه من ٠‏ الأعدا د الحضقة . ان ون 


هذا . ونقول عن احموعة 4 ٠‏ التي عرفنا عليها علاقة ترتيب جزلي > . انبا مجموعة هرتبة جزئياً . ويرمز 
أحيانا إلى هذه المجموعة بالزوج المرتب ( > ,۸ ). 

لیی. ن ) 4 A,‏ ) جموعة مزتبة جزثياً . إن الرمز > يعني أن 30 ٠‏ وان a#b‏ و 
١‏ ھ يسبق تماما 0 u‏ . أما الرمز 3 ع6 فيعني أن a <b‏ . کا أن الرمز b> a‏ يعنى أن a4 b‏ واا . فان الرمو 
8 و ة 6# و ab‏ و اه تعي نی 9 .: وه و اه و ط» 3 عل الترتيب . 


۱-- تعریف 


يکن 0 عنص ب وى عن موطة مره فا . فإذا لى يسيبق اي من هدين العنصرين الع لفتضر الات أ اي ادا كان 
۵ و 265 . قلنا إن هذين العنصرين غير قابلين للمقارنة . 
كل سل التسالء فة دنا یرف [طبة)> هر , مادنا ع لج 
((ابع), (0), (2), )> 2 . فان (2*,6) محموعة مرتبة عزنا . نلاحظ أن (ظ/,(8) عنصران غو قابلی 
للمقارنة . في حين أن اي عنصرین مد 24 احدهما 2 او (2:0) اقابلان للمقارنة . 


۲ -- تعرش (علاقة الترتيب الكلي ) 


تقول عن علاقة ريب جرف > على محموعه فك انها علاقة تو تیب کي على ۸ اذا كان اي عنصرین من ۸ 
قابلين للمقارنه . 
فثلاً . إن علاقة التراجح أو التساوي > المعرفة على محموعة من الأعداد الحقيقية هي علاقة ترتيب كلى على هذه 
امجموعة . أما علاقة الترتيب الحزني > على *2 في المثال الوارد في (۱.۲۹۱) فليست علاقة ترتيب كل . 

هذا . ونقول عن © ,۸) . حيث > علاقة ترتيب كل . انها حموعة مرتبة كليا ٠‏ ونترك للقارىء التحقق 
من صحة انظرية التالية. ۱ 


۳ -- نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي نکون (۸:6) مجموعة مرتبة کلیا هو أن نتحقق الشروط التالية 


2 ای كان العنصران ۲ من م فلا بد أن تتحقق واحدة فقط مما بلي : a=‏ أو 6 أو مک 
وبعيارة اخری ۰ فادا كان a,b‏ عنصرين محتلفین من ۸ ۰ فان آحدهیا لبق وان سيق گام العام 
الاخر . 


(۲) اذا کان >ه و »> . فان »> . وبعبارة أخرى » فان العلاقة > متعدية . 


اغسموعات والعلاقات والدوال ۳۱ 


۳ اواك 
Functions‏ 


عند دراستنا للدوال في باكورة دراستنا للحساب التفاضلى والتكامل »كنا نفهم الدالة على انبا قاعدة تمكننا من 
مقابلة كل عدد حفقيق × من مجموعة عددية بعدد حميق ۷ . وعلى سبیل الثال . فان الداله العطاة بالدستور 
y= 2x + - 1‏ > هي قاعدة تمكننا من مقابلة كل قيمة لاستغير المستقل × شمه 2 للدالة هي [ ير + 2x1‏ 
ای كنا نسمها قيمة الدالة عند النقطة × . إن نقطة الضعف في هذا الوصف للدالة تكن في غموض کلمة «قاعدة» أ وكلمة 
« دستور» . ولا كان استخدام الدوال لا يخلو منه تقريبا أي من مواضيم يع التحليل الرياضي . وجب علينا اناد 
تعريف دقيق للدوال . ومن حسن الحظ » فان نظرية العلاقات الواردة ي الند السابق (۱.۲) توفر لنا الأساس الکین 
للوصول الى هدفنا هذا . 


) تعريض ( الدالة‎ - ١ 


نقول عن علاقة f‏ انها دالة ( او تابع او راسم او موثر او تطبيق أو تحویل)*|ذا نتج عن (x,ZJ€E f‏ و 
۲( أن ۷-2 . وبالتالي ٠‏ فان ساحة ( أو مجموعة تعريف ) الدالة ] هي مجموعة المساقط الأول للأزواج 
امرتبة المشكلة ل f‏ ۵ وسنرمز قا غالبا ب )0 . كا أن مدی ( أو حموعة قے) الدالة ۲ هي محموعة الساقط الثانية 
للأزواج المرتبة المتتمية إلى ۶ ۰ وسترمز لها غالبا ب ©) 00 . 


نستتتج من تعریف الدالة أنه يقابل کل عنصر × من (0)1© عنصر وحيد ۷ : یٹ 6۲ (۷,) . بسمى 
العنصر لا هذا قيمة ؟ في (أوعند) × ۰ ویرمز هذا العنصر ب 80 . کذلك فن المکن تسمية لا (أو ۴09 ) 
یال ف يقن ۶ . وعلینا آن نمه بت الدالة ۴ نفسها وبين القيمة 800 للدالة ۴ في * . ویغدو هذا الفرق هاما 
عندما نکون ال دالة ساحتها مؤلفة من دوا . وهکیذا ۰ فن المکن التعبير عن ۶ بالشکل 
(9)©»ع:: (00؟,» | = ۴ ء آوبالشکل (0) 0 6», 00؛ = :ری 


لتكن ۲,× مجموعتين . ولتكن ۴ دالة ساحتها ‏ ومداها محتوى في ۷ . تسمى ۴ عندئذ دالة من × الى 
۷ اوي ماي اب ۷ ل اويا واي ا 


۲۲ الدحل الى التحليل الرباضي 


هذا . واذا کان ۴= ۷ ( ۴ محموعة الاعداد الحقيقية) . فان الدالة -(: تدع دالة حقيقية 
القم ٠‏ أو اختصارا دالة حقيقية . وإذا كان فضلا عن ذلك ۴ >× ۰ فاننا نسمى الدالة -:) دالة حقيقية 


لمتغير الحقيق . 


ومن الناسب احیانا استعال الرمز ١‏ ۸ ع , («)) = x‏ + الذي يعني أن ؟ دالة ساحتا ۸ وقيمتها في x‏ 
(من ۸ ) هي 500 . وهكذا. فن المکن التعبير عن الدالة (۷6: 0,5۳ على الشكل 


. ۷ 1 - 51۳01 , ع‎ ۳ ١ 


لا كانت الدالة هي محموعة (من الازواج الرتبة) ۰ فاننا نستنتج مباشرة استنادً لتعریف تساوي محموعتین النظرية 
التالية . ۱ 


۲ -- نظربة 
۳ 


الشرط اللازم والكاني کی تتساوی دالتان م,ة هو أن کون لا ا وان يكون («)ع = («)] با کان 
× من ساح المشتركه هذه . 


` ملاحظة‎ ١# 
للا كانت الدالة هي عبارة عن محموعة . فن الممكن أن تكون الدالة خالية . والدالة الخالية دالة ساحتها خالية‎ 


بالضرورة » ذلك أنه اذا كانت ساحة دالة ما غير خالية : فلا يمكن أن يكون مداها خالیا » وبالتالى . تغدوالدالة غيرخالية. 
كذلك فان مدى الدالة الخالية حال » ذلك أنه لوكان المدى غير حال » كانت الساحة غير خالية » وغدت الدالة بالتاللي 


غر الا 
١."‏ أمثلة 


(۱) ان ((3,6) , (2,4) , (1,2) ) < ؟ داله ساحمًا المجموعة (1,2,3) < ۸ . ومداها المجموعة 
}2,4,6 | ۱ وبمكن التعبير عن 1 هنا بالشکل 6۱ 2,۶ = ۷: (لورع) ) . راو 
بالشکل A‏ ع: , 2 = ١ f(x)‏ أو بالشكل {(x,2x):xe A}‏ ۰ أو 
بالشكل 2,6۸ ) . وواضح هناء أن هذه الدالة تختلف عن الدالة 
(۸ 20,56 = : (د,»)) بسبب اختلاف الساحتین,رغم أن لكل من الدالة ۶ والدالة الأخيرة دستوراً 
واحدا هو 2 < ۷ 


(۲( ان العلا وه | (3,8), (3,6) , (2,4), (1,2) ۱ لست داله سس وحود عه بن محتلفین (3,8) 9 (3,6) ۳ 
نفس السقط الأول 3 . كذلك فان العلاقة 27۰,26 *ر: («,»)] ليست دالة کذلك,لان 
(1-,1) و (1,1) عنصران محتلفان في هذه العلاقة لها نفس السقط الأول 1 


انحموعات والعلاقات والدوال ۳۳ 


(۳) ان العلاقة ] » الي ساحها مجموعة الاعداد الحميقية 6 > واحددة باللستور *×=(×)۴ ۰ دالة مداها 
محموعة الأعداد الحقيقية غير السالبة . تسمى هذه الدالة الدالة التربيعية . 


)£( لین × . مجموعة غير خاللة » وليكن cC‏ شا ما . لنعرف | عل لا احموعة (2 6 ×: (©,02 ) . من 
السهل ملاحظة ان ۴ دالة ساحتها × ۰ ومحددة بالدستور 6-(0) أياكان × من ×. ندعی هذه 
الدالة الدالة الثابتة . ان مدى هذه الدالة هو المجموعة وحيدة العنصر (16 . 


() لتڪن × مجموغة غير خالية » ولتكن ۴ المجموعة (# ٤‏ : (لا,») ) = ؟ ‏ اذن ۴ هي الدالة ابي کل من 
ساحتها ومداها المجموعة × . بحيث يكون خيال كل عنصر × وفق ۶ هو × نفسه . وبعبارة أخرى, 
فان ۶ دالة ساحتها × ومحددة بالدستور *-(*2 أيا كان × من . تسمی هذه الدالة الدالة 
المطابقة أو دالة المطابَقة على × . ورمز ها ب »1 . 


)١(‏ ليس من الضروري أن تكون ساحة او مدى الدالة مجموعة عددية . فالدالة الت ساحتها مجموعة كلات 
اللغة العربية . والتى خيال اي كلمة وفقها هو حرفها الاول؛هی دالة مداها مجموعة الحروف الأجحدية 
العربية . وبالتالي فساحتها ومداها ليسا محموعتين عدديتين . كذلك ٠‏ فالدالة التي خبال کل إنسان وفقها هو 
والدنه . هي دالة معرفة على مجموعة بني البشر ( عدا ادم وحواء) ۰ ومداها مجموعة جزئية تماما من مجموعة 
النساء . 


) تعریف ر الدالة نتغیر ين‎ - ٠٠5 


نقول عن دالة ۶ . ساحتها مؤلفة من أزواج مرتبة»انا دالة لمتغيرين . فاذاکان (×, ,») عنصراً من ساحة ۴ . 
فاننا نرمز لخيال هذا العنصر وفق ۴ بالشکل (و«, ,60 بدلا من ) ,))۴ . وهكذا . فان الدالة لتغیرین 
ساحنا () 7 ما هي الا احموعه 

f = ) (xox) :۷ = 16, (و:‎ ,(x,,x,) > XO} 
واستنادا إلى تعريف الثلاني الرتب (1.145) ۰ فان‎ 


' لني 


= 1 (x.x) 1: 3 جع‎ R(X, (و,‎ 1 (Xı,X,) © DXN} 


لذا . فان الدالة لمتغيرين هى محموعة من الثلاثيات المرتبة . 


۷ فا 


تكن × محموعة ما. ولتكن 2 مجموعةه أجزائها . إن الدالة “2+ *2 × *2 :م . والمعرفة النستور 
RA, 8( = Au 8‏ الا 6 احموعتان الحزئيتان ۸,8 .من × اهی دالة لمتغير ين . ومدى هذه الدالة هو المجموعة 
”2 بأكملها . ذلك أنه أيا كانت الحموعة الرئية 4 من × راي العنصر له من *2 ) فانه قيمة ل ۴ء لان 
م = ا .fA,O) = Au‏ 


۲ المدخل الى التحلیل الرياضي 


۸- تعریف ( الخبال الباشر والخيال المكسي) 


لتکن لدینا الدالة ۷ -2:؟ . ولتکن ۸ محموعة جزئية من الساحة × . إن الخيال الباشر ل ۸ وفق ۴ 
هو حموعة أخيلة جمیم عناصر ۵ وفق ۶ . فاذا رمزنا له ب (۴)4ءفإن ۸۱ €×: 1400 - رم)م . لاحظ أنه اذا 
كان ۱2۵۵0 . فان 0((۶۹00)؟ لأن (00) هى انحموعة |((10) . 


كذلك » إذا كانت لدینا الدالة ۷ > ×:۴ وکانت 8 مجموعة جزئية من ۷ . فان الخيال العكسي ل ظ وفق 
1 هو محموعة عناصر × . التي خيال كل منها وفق ۴ ینمی الى 8 . واذا رمزنا هذا الخیال العکسي ب (ظ)۰] فان 
{x :* 6 +, 1000 8(‏ = ره)م, 


لاحظ أن التعر ف aE‏ يشترط في 8 أن تکون ججموعة جزئية من 2*00 . وي الحقيقة . فاذا كان 
B0 -5‏ فاننا نجد © - ۴٠)8(‏ . كذلك علينا ملاحظة أنه اذا كانت 8 عموعة جزئية وحيدة العنصر من 
0 . فلیس من الضروري آن يكون خياها العكسي وفق ۴ مجموعة وحيدة العنصر کذاك . وعلى سبيل المثال » إذا 
اخذنا الدالة ۶ الي ساحتها ۴ والعرفة بالدستور *> 1050 ۰ فان 1,1 - ) = ((۰))1؟ . 


۹ -- مثال 


لتكن ۴ دالة ساحتها مجموعة الأعداد القيقية ‏ وعددة بالدستور ل ورم . ما أن 


x? + x + [ 





3 كعك كه | - ۸ ۱:۰۱ * س = ف 4 5 2 e‏ 
525 تن ا ای 2:81 * فاننا امد بسهوله ال مدی ] هو المجموعة 3 > ۷ >0: 74 ع ۷ ) . فإذا كانت 


x> 2(‏ 80 ع« ] - هم . فان }3 f(A) ={yeR:0<y<‏ . وادا كانت (!- =])xeR:x<‏ م فان 
y> 1(‏ >0: 2۱۷ ]| . كذلك. فاذا كات ( 5 > :)= 8 0 
XB) = {(xER:x2> JU (xER:x <Ã)‏ . ا ادا B=fyER:y <0) e RE‏ , فال 
2 - (8 )1 . 


يترتب على تعريف الخيال الباشر والخيال العکسی نحموعة وفق دالة . أن 6 = (©)-6 , 6 = (2). 


۲ - نظرية 


لک ۷ -2: دالة ما » ولتکن 8ه مموعتن حزثيتين من × . عندئد : 
RKB) (1)‏ با KAU B) = fA)‏ . 


المجموعات والعلاقات والدوال ۲۵ 


. 11۸ ۲ B) > fA) n RB) ۲) 
.. ۱۸ - 8( 2 KA) - ۲ ( (۲) 
, )۸(  ۲8( اذاكان 8 عم فان‎ )4( 


الرهان 


(۱) إذاكانت إحدى انحموعتین (على الأقل) ۸ أو 8 خالية فان الساواة(۱) صحبحة. سنبین هذا مثلاً في الحالة 
2 - 8 . في هذه الحالة يكون 6 = (8)م/ . اذن 
KAU B) = 1۸ @) = KA) = f(A) u © = RA) u f(B)‏ 
لننتقل الى الحالة العامة حيث كل من 4,8 مجموعة غير خالية . 


سنبین أولاً أن (۴)8 ا(۴)۸ 8(٤‏ ۴)4 . لیکن (8 نه عير . إذن هنالك عنصر × من 
8نم محيث ۴)(=y‏ . وهكذاءفان ۸ أو x€B‏ . فاذا کان 6۸× فان 
(ه)؛ عير = )»)۴ . واذاكان 8 2 فان (۴)8 6 ۷ )6 . وبالتالي » قإت (۴)8 دا(ه)/ ع بو . 
لذا فان علاقة الاحتواء الطلوب إثباتها صحيحة . 


ستثبت الآن صحة الاحتواء العكسبيءأي (8 ۴)u‏ 108(۶ ن(10۸ . لیکن (۴)8 با(ه)؟ عر . إذن 
(ه)؟ 6لا أو (4)8 عير . فاذاكان (۴)۸ ©لاءفهنالك عنصر من م خياله وفق ۴ هو « . واذا 
كان (۴)8 > لاء فهنالك عنصر من 8 خياله وفق ۴ هو لا . وبالتالي » فهنالك عنصرء وليكن × . 
يشمي إلى ه أو 8 بحيث يكون «-(6 . وهذا يعني أن 8 ں۸ >« بحيث ۷-(0؟ . ويترتب 
على هذا أن (8 16۸ 106 = ر . لذا ء فان علاقة الاحتواء الثانية الطلوب إثبانها صحيحة . وواضح 
ان علاقتي الاحتواء تعطياننا علاقة المساواة المطلوبة (۱) . 


)١(‏ اذا كان 8-2 ۸ » فان 26 - (8 ۶۸0 ۰ وبالتالي فالعلاقة (۲) صحيحة (لان المجموعة 
الخالية محتواة في أي محموعة ) . لنأخذ الحالة العامة 8+2 م هءوبالتاليي © #(8 ۴)۸۸ . لتفترض 
(8 ۸ عر . عندئد هنالك عنصر + من 8 مهم نحيث لا>-(1)5'. ان 26۸ و5 56 
في آن واحد . يترتب على أن ×٤۸‏ و ۷=( أن (4)4 عر . كذلك . نستتح من أن 8 ع» 
و ۷=( أن (8 علز . إذن (۴)8 ۴)۸(۸ عير . وبالتالي . فعلاقة الاحتواء (۲) صحيحة . 


(۳) من الواضح صحة العلاقة (۳) عندما 0 = (1)8- (1)۸ ۰ (لأن المجموعة الخالية حتواة في أي حموعة) . 
لنأخذ الحالة العامة ۶۵ (۴)8- (ه)؟ » وليكن (۴)8-(۴)4 y٤‏ . اذن (۷۲)۸ و ¥Y¢۴)8(‏ . 
بترتب على (4)! > ۷ أن ية × هن هم محث ۷ <( ۲06 ولا كان (8 ع : (106) = ۴)B8(‏ ۰ 
فاننا نستنتج أن (8 >*:(10) #لا = ),»الأمزر الذي يتعين عليه أن #8« . لذاء فان 
همع . ادن (0- ۰۶0۸ لکن ('×)۴ = ر › اذن (8- ۴)۸ ۷6 . وبذا یم التحقق 

من صحة علاقة الاحتواء (۳) . 


۳۹ المدخل الى التحليل الرياضي 


(4) |ذا کان © = ۸ فان © = (۴)۸ ۰ وبالتالي فالعلاقة (4) صحيحة (لأن المجموعة الخالية محتواة في أي 
مجموعة ) . لناخذ الحالة العامة ۸۵ ٠‏ وبالتالي 2 (هم)6 . ليكن (8)؟ 6لا . اذن بوجد × 
من 4 بحيث ا >( . ولا کان 8 ۸۶ فان ×٤8‏ . لذا فان (4)8 606 . وجا أن 
09 = ر ؛ فإننا نجد (۴)8 عير . إذن (۴)8 ع(1)8 حقا و 


وتحدر بنا الاشارة هنا إلى أن التساوي غير وارد في الحالة العامة في ی الاحتواء (۲) و (۳) من النظرية السابقة . 
وعلى سبيل المثال ۽ لتاعيز الدالة الثابتة (6 )+ع (ط,ة ):۴ » فاذا رمزنا ب x‏ وه و للمجموعات (طبرة) و(8) 
و (0) على الترتیب۔وجدنا © = (۴)2 = (8 10۸0 في حين أن ) = 44 116 108 ۸(ھ)۴ وبالتالي . فان 
5 0 7 في هذه الحالة > تاق > فإن )2 (8) = (۸- )۴ء في حين أن 
(o =‏ -) = (1)۸۵- ۴۳0 . لذا فاننا محد في هذه الحالة اش ان (۴)۸ - )1+ (۸- )1 . هذا , ومن الممكن 
7 ابات مائل لذلك الذي سلكناه ي اثبات الشقين (۱) و (۲) من النظرية السابقة للبرهان على النظرية التالية . 


۳ -- نظرية 


لتكن ۷ ×:۴ دالة ما » ولتکن 1 ع۸:(,1) جاعة من احموعات الحزئية من × . عندئد یکون : 
U/fAD ()‏ = (هرن؟ 
nifA) 0‏ > (رهرم» 


وفما يتعلق بالخيال العكسي فترد النظرية التالية . 
4 - نظرية 


لتكن ۷ +×:۴ دالة ما » ولتكن 4,8 مجموعتين جزئيتين من ۷ . عندئذ : 
)1( رو B) = f(AJu‏ ناد 

B) = f(A) n f“(B) (¥)‏ هدع" 

f(A - (ظ‎ = f(A) (ظ)-۲-‎ )۳( 

(4) ادا كان 468 فإن (8)-, > (۸)-) 


f“(U,A,) = U, f(A) )1( 
۲20,۸۸ = nyfKA) (PD 


البرهان 


سنکتن بإيراد الیرهان على الشقين الاخ خيرين )١(‏ و (۲) ق الحالة العامة . 


اصبوعات والعلاقات رالدوال ۳۷ 


)01 نیت ولا أن (ر۸)*] A.) > U,‏ ,لا): ] . ليكن (۸بل)1ع . عندئد کون بهرلاع 100 . 
وبالتالي » بوجد دليل 1 من 1. بحيث ٠ ۴)۸ ٤۸‏ الأمر الذي ينتج عنه 26۲-۵۸۵ . لذاء 
فان (ه)؛رلاء» . وبذا يتم إثبات علاقة الاحتواء . 


ولاثبات علاقة الاحتواء العكسية (ے ,لا۲2 ( ۴)۸ ,ل نفرض (۸)-]بلاع« . عندئذ » يوجد دليل ١‏ 
من 1 بحيث (۲-۸ . وبالتاللي . نجد من أجل هذا الدليل بهع(مع . إذن بشرنا 1006 . الامر 
الذي يترتب عليه أن (هبلا)۲۰ × . وبذا يتم إثبات علاقة الاحتواء العكسية . 


ان علاقة الاحتواء الأولى بالاضافة إلى علاقة الاحتواء العككسية تبينان صحة المساواة (۱) . 

(؟) سنبين أولاً أن ۵۸۶,۳۸۸ . لیکن (۰۲-۸ . عندئذ یکون ,00,۸ 
وبالتاي ‏ فان به ع(0] ابا كان 1 من 1 . الامر الذي ينتج عنه ان" (يم)-م#ععر اباكان ١١‏ 
ص 1 . لا فان ( هر )۲۱۲-۰ KE‏ 4 و بدا بم انيات عاد وه الاحتواء المطلوية . ولاثبات عاد وه 
الاحتواء العكسية (,,١))؟‏ ء (,ه)*) ۲۷ : نفترض (يى)-1١1)ع<‏ . عندئذ . یکون (,۲۰)۸ € × 


ایا کان 1 من 1 . وال فان ,۵۸ ء اكان 4 من 1 . اذن 0660۸ 
الأمر الذي بترتب عليه أن (6,۸)-. . وبذا ‏ تکون علاقة الاحتواء العکسية صحيحة . 


ان علاقة الاحتواء الأولى . وعلاقة الاحتواء العكسية تبینان صحة الساواة (۲) . ه 
رتب على الشق (۳) من النظرية السابقه ما بلي. 
۵ - نتيجة 


كن 5-١‏ دالة ما ولتکن ۸ موه جرييء من ۲ . عحقة یکین 
A) = X- f(A)‏ - ۷):-] 


لنورد الان نظرية تعطينا علاقة هامة بين “ا . 
۵ -- نظرية 


لتكن ۷-(:] دالة . ولیکن عله و ۷ »8 . عندئذ یکون : 
A )١(‏ ۸((2 )۲۰ 
)¥( 8ظ 18((۶)-])] 


۲۸ المدخل الى التحليل الرباضي 


المرهان : 


(۱) ادا کان © = م فن السهل التحقق من صحه العلاقة . لنفترضص الان ۵ وليكن ۸ 6 
عندئذ (4)4 >(0؛ . واستنادا إلى تعريف الخیال العكسي لمجموعة وفق دالة جد ((6۸)-]ع 
ویذا , بم الطلوب ۰ 


(۲) اذا کان © - ظ:أو 8۶0 و © (2-8 فن السهل التحقق من صحة العلاقة . لنفترض الآن 
۲-۶0 و 8۶9 ولیکن ((8)-77عبر . اذن هنالك × من 08 یت 
و=()۴ . واستناداً إلى تعريف الخيال العکسي نجد 8 5006 . وبالتالي . فان 9 بو . 
وبپذا جد الطلوب .م 


۷ -- تعریف (مقصور وتمدّد دالة) 


لتكن ۷ ۶:2 دالة ما » ولتكن ۸ مجموعة جزئية من × . نعرف مقضور ؟ عل ۸ انه دالة؛نرمز ها 
ب 1۸.من ۸ الى ۷ نحيث یکون خيال کل عنصر × من كر وفق ۸(؟ ساوي (×)؟ . ومن الواضح ان 
الداله ه | 1» موجودة وتتعین بشکل وحید بالدالة ۲ واعموعة مم 
(100 = نارةء: : (ز,) ) = ۸] 
لنفترض الان أن *× بجموعة تحوي × . نعرف مد الدالة ۷ -:؟ الى *× بانه دالة ۾ ساحتها *26 بحيث یکون 
خيال اي عنصر × من × وفق ۾ يساوي (10 . وبعبارة أخرى . فان ع دالة مقصورها على × هوالدالة ۴ . 


ترب على هذا لتعريف ۰ أنه يمكن تشكيل عدة ممددات لدالة ما . وكمثال على المقصور نأخذ دالة القيمة المطلقة 

الي ساحمها 82 . من الواضح . أن مقصور ؟ على مجموعة الاعداد احفققة المي حبة هو الدالة ۰ مت أنه 5 

كان العدد الموجب × فان ×= (×)(۰ 8 |۴) . كذلك نلاحظ انه اذا رمزنا مجموعة الأعداد الحقيقية السالبة ب ۳۳ فان 
- = 08۳()0) أب كان العدد السالب × . 


لنأحذ الآن الدالة ۴ الي ساحمما (1-,1)- ۴ ولمعرفة بالدستور 
أن نلاحظ بأن الدالة 8 الى ساحتها (1- )- ۴ ولمعطاة بالدستور 
(عندما 1- +× و #1*) ۰( - 2 ۱ E.‏ 





xX -- 1 


تشكل ممدّداً ل ۴ الى (1)- م . کا أن الدالة 8 الي ساحتا ۴ والعرفة بالدستور 
( عندما .1 - 1 و [ ۱3 ) ال لت ها 
( عندما 1- =× ) سكم 4 ۱ = h(x)‏ 

( عندما ‏ 1عور ) 6 »۷ 


تشكل مددا ل f‏ الى © . 


ع 


اعات العا“ قات والدوال ۳۹ 


١"‏ - تعريف (مركبة دالتين) 


لتكن ۲:6 و 8:۲٠7‏ دالتين موضحتين في المخطط التالي : 


نقول عن الدالة من × الى 2 . التي یکون خيال کل عنصر × من × وفقها هوالعنصر (8)460 من ءابا 
مركبة الدالتين f‏ 4 8 تارفن بالق 3 3 8 ( > ونرمز فده الدالة ر آم . وهذا يعني أن 


gol.= 1(x,2) : ۷ 2 ۸ , 2 = 8) ]00(( 


ری من هذا التعربف أنه کي تكون الدالة 04٠ه‏ محددة» جب أن تکون ساحة 8 هی محموعة وصول الدالة 
۴ » وعندما تكون الدالة ۴٠ع‏ محددة . فان ساحتها هي ساحة 1 . ومجموعة وصوها هی محموعة وصول ع 


وعلى سبيل الثال . لتكن ۶ و ع دالتين ساحة كل مها هم : 5- :۷ (37+1:800-(80. عندئذ 
بکون ۱ 


(gof(x) = (80)ع‎ = ۵35+ 1) = (3x+ 1-5 = 9+ 6۷-4 


(fo g(x) = f(gx)) = f(x*—5) = XX -5( +1 = 33-4 


إن هذا المثال يبين لنا أن عملية تركيب الدوال ليست تبديلية » أي أنه في الحالة العامة ۴٠ع‏ ۶ هه ؟ . لكن هذه العملية 
جميعية كا تبين النظرية التالية. 


6 - نظرية 


ان تركيب الدوال عملية ثنائية تجميعية » اي أنه اذا كانت لدينا الدوال 2-5 :ط. ,2 علا :م ,لاع ,م 
فان ho(gof)‏ = ۲ه (ع ه ط) . 


البرهان 


إن ساحة الدالة ۳۰۵(۰۶) کا سبق وأشرنا في (۱:۳۹۸) هي ساحة ۶ . كذلك » فان ساحة 90 هي 
ساحه 851 » وساحة 8-51 هي ساحة ۴ . وبالتالي » فان للدالتين 9 2١)8٠‏ و ۴ه 2ه ۳۰) ساحة واحدة هي × . 
علينا لااثيات صحة النظرية التحقق من أن لكل عنصر × من × نفس الخيال وفق هاتين الدالتين » وهذا واض ضح ما یل : 
g)ofXx) = (he gXf(x)) = h(g(f(x)))‏ مط)) 
(x)) = h(g(f(x)))‏ مقط = (he(ge Xx)‏ 
وبالتالي > فالمساواة صححه . و 
ونترك للقارىء التحقق من صحة النظرية التالية . 


5 المدخل الى اتحلیل الرباضي 


۱ نظرية 


لتڪن 2-7 :1هع مركة الدالتين ۷-72 :م ,۷-:۲ . عندئد يكون : 
(1) ((0۸)ع = (۰8(۸ع) . ایا كانت المجموعة الحزئية ۸ من × 
۲۱( ((0-ع)۲۰ ع (۰)۵-(] (go‏ 1 اكات احموعة از له 9 م ع 


۲ -- تعریف ( الدالة المتباينة والدالة الغامرق) 


نقول غ دالة ۷ ۱-۰ :؟ نا متباينة ( أو دالة 1-1 ) اذا كان للعناصر المختلفة في × اخبلة محتلفة في ۷ . 
أي اذا اقتضت الساواة (۶6 =( أن یکون ردير . ونقول عن ۷ × :۶ ,انها دالة غامرة ( أو دالة من × على 
۷ اذا کان اي عنصر لز من ۷ خیالا لعتضر ٭ عن 26 وق 4 : أى ادا کان ۷ عنصرا من لا وترتب على ذلك 
وجود عنصر × من × نحيث ۷ = 1 . ينتج مباشرة من | هذا التعريق ومن تعر یف الخال الباش مر محموعة وفق دالة آن 
الشرط اللازم والکایي كي تکون الدالة ۷ - × :)غامرة هو أن یکون 100-۷ 


۲۳ -- امثلة 
(۱) من الواضح أن دالة الطابقة ×ا على مجموعة × دالة متبابنة وغامرق . 


(۲) ان الدالة الخالية (۱:۳۳) متبابنة . ذلك انه لولم تكن کذلك لوجد عنصران محتلفان ,بر من ساحة 
الدالة لها خیال واحد وفق الدالة الخالية » وهذا غير صحیح لأن ساحة الدالة الخالية ومداها حموعتان 
خاليتان . كذلك فان الدالة الخالية غامرة لأن ساحتها ومداها © ولأنه لدینا دوم 2 - (19 کا سبق 
وأسلفنا (۱,۳۹۱) . 


(۳) إن الدالة + ۴:۴ والمعرفة ب *»- (402 ليست متباينة . لأنه اذا كان ×= "× . فقد یکون ×- =× 
ولیس ”×=× . کا ان هذه الدالة غير غامرة . لذته لا بوجد عدد × ست بكون خباله وفق ۴ يساوي 
1- = ل مثلا . وفعلا فايا كان العدد الحم × فان 1- ب قرع (00]. 


اما لو أخذنا الدالة *+*8 :؟ والعرفة بالدستور نفسه *«- 500 فان هذه الدالة متباينة . لأنه اذا كان 
- × فان ×= × رولا يمكن ان يكون'*«- س ۰ ۸,۸ ) . كذلك فان ۶ هذه دالة غامرة:لأنه اذا كان لا 
اي عنصر من مجموعة الوصول فان = *(۷) = (ر ۴)۷ أي أن هنالك عنصرا ۷ من الساحة خياله وفق ۴ هو لإ . 


لتكن ۷ +× :5 دالة ما » ولنشکل العلاقة ۴ .محیث أن الشرط للازم والکافي كي یکون (x, > F‏ هو أن 
يكون لحلا : أي أن (۶> #,۷): (ز,<) ) =۴ . لقد أسمينا ۴ علاقة ‏ لان لیس من لضروري ان تکون هذه 
العلاقة دالة . فلا . > لناخحذ الدالة یمه ] 0 م۳ : ٤= { (x,y)‏ الي ساحتها © . ان هذا ر بعني أن الشرط اللازم 
والكاني كي یکون ۶ («,) هو آن ایکون =× . وبالتالي » فان ۴ في هذه + هي المجموعة 
۱ ۷۶ - ۲ : (:) ) = 5 التي ساحتها بجموعة الأعداد الحقيقية غير السالبة . ولا كان (1,1) و (1- ,1) عنصرين محتلفين من 
۴ نفس لاش الأول 1 > فان العلاقة ۴ لست دالة , 


احمو جات والعلاقات والدوال ۳۱ 


وفي الحالة الخاصة الى تکون فا العلاقة ۴ دالة فانه يرد التعریف التالي . 


4 - تعريف 


لتكن ۲ +× :۴ دالة » ولنشكل العلاقة [؟ > (۷:۵) : (3,) ) = ۴. فن الحالة الخاصة التي تكون فيا العلاقة 
۴ دالة ؛ فاننا نسمها الدالة العكسية للدالة ۴ : ونرمز لها ب “؟ . 
نستنتج من هذا التعريف أنه بوجد للدالة الخالية دالة عككسية هى الدالة الخالية كذلك . 


۵ - نظر بة 


لشرط اللازم والكافي کی تكون ۲ +× :۴ دالة متباينة وغامرق‌هو أن تکون ( (,۷): (وم«) ) = ۴ دالة 
متبابنة ساحتها ¥ ومداها × . ۱ 


الرهان 


6 لنفئرض اولا لاع 2 all f:‏ متباننه وغامرة,ولیکن ۴ € )x,¥'(‏ و ۲ € (x,y)‏ ادق ¿ رتب عل , تعر بف 


(۲) 


۴ آن € ۷,۵) و ىع 0,) . ولأ كانت الدالة ۴ متباينة فان ”برد . وهكذا نكون قد أثبتنا أنه اذا 
كان ۴ € (۷,«)و ۴ > (,×) فان "7 < و وهذا يعنى أن ۴ دالة . لنفرض الان ۴ © (ر,'×) و €۴ (,) . 
عندئذ » یکون 6۴ (۷:۷) و € ,۷) . ولا کانت ؟ دالة : فان << ٠‏ وهذا يعني أن الدالة ۳ 
متباينة . نلاحظ بعد ذلك أن 2809 = 21۱ ۱:0۵ -(2)۳ . ولاکان ۷ = 289 لأن ؟ دالة 
غامرة . فان الساواة الأخبرة تبي أن عبت . اي أن ساحة ۳ تساوي ۷ . 
واذا لاحظنا أخياً أن × = ۵)9 = 6 ۱۷:0۷ -(7)۳ فاننا نستنتج أن مدی ۳ 


هو احموعة × . 


لنشترض الان أن :)y,×( ef)‏ (۷,۷)) = ۴ داله متبابنه ساحتّا ۷ ومداها 6 ولیکن ۲ (:,۷) و 
۲ . عندئذ ‏ €۴ (و,#) و €۴ )x‏ ء وبا أن الدالة ۴ متباينة » إذن *»ا-* . وهكذا 
نكون قد أثبتنا أنه يتععين على ۷(6۲) و كك رلا) أن < ۰ وهذا يعني ان ۴ لا بد وان تكون 
دالة . لنفترض الآن ۶۲ ۷۲,۵) و € 0,””) . عندئذ ۷(6۳,) و ع(ز,*) . lg‏ ان F‏ 
دالة » اذن ۳-۷ ۰ الأمر الذي يعن أن الدالة ۶ متباينة . نلاحظ الآن أن 

X= KDB = ۱۷ :)۷,۷( ef} = Xf) 
وهذا يعنى أن ساحة ۴ هى × . كذلك » لدينا‎ 

1 XP) = | x:(y,x) e f} 5 ‘Kf 


وهذا يعني أن مدى الدالة ۴ هو ۷ ۰ أي أن الدالة ۷+ ×:۴ غامرة . » 


۳۲ المدخل الى اتحلیل الرياضي 


-- نتيجة 


برتب على النظربه والتعریف السابقین ۽ اه ادا كانت ۷ 1:32 داله متباينة وغامرة»فان ل ۴ دالة عكسية 
(yr 61۱‏ ۰ (,۷)) = “۴. ان “1 دالة متباينة ساحتها ۷ (اي مدی ع ) ومداها × راي ساحة 7 . 
فئلاً . إذا أخذنا الدالة التي ساحتها 8٩‏ واحددة بالدستور × = 80 ١‏ فن السهل التحقق من أنها متبابنة 
وغامرةعلی ‏ ۰ وبالتالي » فلها دالة عكسية “۴ ساحتها ۴ء ومعطاة بالدستور ×۷ = ۰0 . ذلك أن 
(()۲۰ حلا : (۷,)) = "۴ من جهه ء ثم إن 
VX} ۰‏ دلا : (لاء)! = (۷۳ = : : (8,:)! = } Ef} = ۱0:۷ = RIY)‏ :0,۵ عام 


٠ نظرية‎ -- ۷ 


لوك 2 ۷-۰ :۲۰ الدالة الدكنية للدالة 1:52۷ . عندئذ 


(۱) ان الشرط اللازم والکایی کی یکون (( = × هو (۷<۲)۲ . 
)۲( إن fof = ly‏ ۾ «u fof" - ly‏ حيبت دآ و ly‏ دالعا الطابقه على XK‏ و ۷ عل الترتیب (۱:۳۹۳) . 
يه ال 1 = -(1-]) 


البرهان 


(۱) نستنتج من تعریف -] أن 7 (,۷) جے ۴ع (ز,۲) . وبالتاي : فان (9)© دع جه (] - ۷ . 
(۷) أيأكان × من × فان × = (۳] أو ×= (60)سم أي ×= مومس 
ادن ۳ سے f= f‏ ۲ و ند المساواة الثانية بصو ره حایله . 
(۳) لا كانت الدالة العكسية × + ۷ :۰ متباینه وغامرة » فلها دالة عكسية هی *-(-1) . وبتطبیق تعر یف الدالة 
العكسية مرتين نجد ۴ = €۴ (لا,): (۷,) = ( (رy)‏ : روا ده 


کان - « هو وو - بو استنادا إلى (۱) من النظرية السابقة ؛ فكي نحصل على -6 من ۴ یک 
حل المعادلة ۷-800 بالنسبة الى *: فنجد الحل (الوحيد طبعا) (9)؟ = *. فثلاً . لایجاد عکس 
الدالة . البي ساحتها.ومداها ۸ والعطاة بالدستور 5+×۴)۸(=3 نضم 5+×3=رء ثم نحل بالنسبة ل × 
فنححد ا × 5 ادن ی (۷)-] . ولا حرت العادة على الرمز للمتغير ن LK‏ فان 


الدالة العكسية هي كح “۴ . أي أن ۱ خحة ‏ ۷: («,) ۰ . کذلك ‏ لاعاد 
عکس الدالة(1- )-5۱-6)- ۲:۳ العطاة بالدستور حك ( . نحل المعادلة 
5-» 


احموعات والعلاقات والدوال ۳۳ 


م ها زوس وء ا فا ی سا هذ أذ زر 
۳ ۱ به ل × فلحد × + آي ej‏ (۷)] .و يعيي ال 
العکسی-5(5)- 1۱-6 - )- :دمم معطاة بالدستور ۹۳۸3 
1 
2 - ۳ ز ۳ له , 
| 2ے ر:«ر.م)) 





- ۷10-] 0 أي أن 


وتجدر الإشارة إلى أن الرمز (8):-5 لا يدل على الخيال المباشر ل 8 وفق - الا اذا کانت الدالة “۴ موجودة 
فعلا . وفي الحالة العامة ۰ فانه يعني الخيال العكسي ل 8 وفق ۶ . ومن الحدير بالذكر . أنه في حال وجود الدالة -؟ فلا 
فرق بين الخيال المباشر ل 8 وفق “۴ أوالخيال العکسی ل 8 وفق ۶ . 


إن عكس الشق (۲) من النظرية (۱.۳۹۹۷) صحيح . وعلى وجه التحديد ترد النظرية التالية ۰ التي نکلف 
المارىء باقامة البرهان علا . 


١‏ نظرية 


لتکن ۷ - :۲ و ۷۲ :ع دالتين . فاذا كان با د ]مع و 17 68 حيث با و با دالتا المطايقة عل × 
و ٣ع‏ الترتيب 3 فانه بو حل للداله ۲ دالة عكسية تساوي ع ۰ اي ان بم - 1, 


. المکن الافادة من هذه النظرية لائبات ما بل 
۵۹ _ نظرية 


لتكن ۷ +×:۴ و ۷-2 :8 دالتین ها دالتان عکسیتان ۰ ۰:۷) ول -2 :و عندئذ توجد للدالة 
76-7 : 1مع دالة عكسية هي 2 حال ی اس . 


البرهان 


یکنی استنادا إلى النظرية السابقة إثبات أن 
lz‏ = (09۰)6۰8۰ع) و با = ۰/809(-0۵<)) 
وني الحقيقة » فإذا آفدنا من النظرية (۱.۳۹۹) ۰ التي تقرر تمتع عملية ترکیب الدوال بالخاصة التجميعية وجدنا أن : 


)۲< ((0ع)ه هه ۲۰ = مهاه (حعء‎ =f" o((g" ههه‎ of) 
- folly of) = ۲۱ ۵۲ = ly 
: ونجد بصورة مماثلة أن‎ 
(go) o(f"og™) = go(f olf" og™)) = ge((fof™)e 6 (, 
go(ly og") = gog" = 2 


ویدا بم إثبات النظرية wm.‏ 


۳ للدخل الى التحطيل الرياضي 


ي ب e‏ متزايدة تماما اوی الس متناقصة نماما تتمتم بخاصة وجرد دوال عکسة فا . لنبدا ولا 


۱,۱ کے تعر یف ( الدالة المطردة ) 


لتكن 86۸ و ۸ +۴:5 دالة ما . نقول عن ۴ انها متزايدة على (أو في ) 5 اذاكان (ر×)؟ > (×)۴ عندما 
کک کی عضري عن 98 يحققان المتراجحة × > × . ونقول عن ۴ إنها متزايدة تماما على ( أوفي) 5 إذا 
كان (,:8 > 4,7 عندما کون ×× اف #تضرية نوت 5 محققان الراجحة وا > Xı‏ . وتسمى ۲ متناقصة في ( أو 
على) 5 أومتناقصة تماماً في (أو على) 5 حسما تکون الدالة 8- متزايدة » أو متزايدة تماما في 5 . وأخيراً فان ۴ تدعی 
دالة مطردة في (أد على ) 5 . اذاكانت مترابدة أو متناقصة في 8 . 


وعلى سبيل الثال » فان الدالة الثايتة ۴+ 1:۴۸ متناقصة ومتزايدة ى © دون ان تكون متزايدة ماما + او 
متناقصة تماما في ۴ . وبالعکس . فكل دالة (غير خالية ) متزايدة ومتناقصة لا بد وان تكون ثابتة . 


اما الدالة الحفيقية امحددة بالدستور **-(10 فهي متزايدة تماما في ]+,0] . ولکنها ليست متزايدة ولا 
متناقصه » ول مترایدة ماما ولا متنا فقصه تماما ۴ .R‏ 


لیکن ۶ دالة حققة ساحتا 5 ومداها ۲ . فاذا كانت f‏ متزايدة تماما في 5 . فانه يوجد ل ؟ دالة عكسية 
متزايدة تماما في ۲ . واذا كانت ۴ متناقصة عاما في 5 . فانه بوجد ل ۴ دالة عكسية متناقصة تماما في ۲ . 


البرهان 


کب ؟ مترايدة ناما و و ۱,۰ نقطتین من ٩‏ میت ييرغو ,»× . ادن اما أن يكون .یلا > ,را ۳ 
و  ,<‏ . وعندها اما أن بكون 0,0 >(,5 أو (ر×)؟ < (×)؟ ۰ وبالتالي (,«8 ۶( . لذاء فان الدالة 
۴:8-1 متباينة وغامرة . وبالتالي فإننا نستنتج من (۱,۳۹۹۹) أنه يوجد للدالة ۴ دالة عكسية ۴٠:۳٣۶‏ . ليكن 
م30 عتصرين من * محیث ولا>,و ‏ طلقرض أن لاديس و اق بر عندئذ نجد استناداً إلى 
)١ "4939‏ أن 1۷ = ,كد و (س)۴ = × . وبالتالی یکون (لأن ۴ متزايدة تماما) 

f(y) > f(y‏ #- يلا > << (ي* )1 >  1)7,(‏ >= ولا > رلا 

وهذا يعني أن “۴ مترايدة ماما في T‏ ` 
ويم اثبات النظرية في حالة کون ؟ متناقصة تماما في 5 بصورة ماثلة .ه 


عة صنف خاص من الدوال ذو أهمية بالغة في التحليل الرياضي » نورد تعريفها فيا يلي. . 


اف عات والعلاقات والنوال ج ۳ 


۲۳ - تعريف (المتوالية ) 


كل دالة × N+‏ :» ساحتها مجموعة الأعداد الطبيعية 20 وتأخذ قيمها في محموعة ما 6 تدعى متوالية في × . 
(للاحظ أن × هنا ترمز الى دالة ! ) . وقد جرت العادة على الرمز لخبال العدد الطبيعي ه وفق الدالة أي ل (۵)×ءبالرمز 
. أبن امتوالية نفسها فسنشير فا بالرمز ۱:::.۰۰:۷۸۰۰۰۰ ٠‏ (اي بكتابة بضعة عناصر من مداها) » أو بالرمز 
۱,۷[ +۲ ) نز أو اشارا ی [«×] . هذا ويجب العبيز بين الصغة 10 8©6,(م؟ا) ٠‏ الي تدل على المتوالية . أي 

على الدالة 
ooo (ADs)‏ .وليةة,2)رل1) { x=‏ 
وبين احموعة (20© : × ۰ التي ندل على مدى التوالية . اي المجموعة 
aes)‏ يللود و N‏ 
تدعی عناصر الدی ووو م وا یدود أو ر عناصرالمتوالية . ٠‏ ویسمی الد ,* الید دا الدليل N‏ « 5 الیل النوني . 
وادا كانت حدود المتوالية اعدادا حميقية قلنا ,ان المتوالية حققية . 


نقول عن متوالية ۷ , ( (x,‏ اما عنتيية إذا کان مداه 6۷۱ : ,۲) فا ۳ إذا كان مؤلفا من عناصر 
سوت 0 ۰ حيث 20 عدد طبيعي ما . آما إذا لم یتحقق ذلك » قطنا انها غير منتية . فثلا ٠‏ إن المتوالية 
۷ ,۱ 4 ۾ اي . 0-0 ۱ 11 ١‏ غير مننبية > في حن أن التوالية 6134م , (*(1-) )نأي ...,1 راب1 


4 -- تعریف ( التوالية الحزئية ) 


لیکن | E‏ متوالية ما في × ولتکن ۷ متوالية في × > اي أن ۲ داله ساحتها × ومداها محموعة جزئية 
من × . سنفترض أن الدالة 1 متزايدة ماما في ل )١,۳۹۹۹۱(‏ . إن مركبة الدالتين اه هي دالة ساحتها ١‏ ومداها 
مجموعة جزئية من × . وبالتالي ۰ فان ۰« متوالية في × . تسمى هذه التوالية متوالية جزئية من التوالية ( ,*) . 
ولا كانت عل, متوالتن ‏ فإننا سترمز حدما النونيين (ہ)k‏ , («)× کا سبق واصطلحناءب ,ا و +« على الترتیب . 
وهذا . فان الحد النوني لمتواليتنا الحزئية 1ه هو 

) ۰ kn) = x(k(n)) = Xion) = Xk, 


وبالتالي » فن الممكن الرمزلنواليتنا الحزثية ب ۱,8۷ ,)۰ و اختصاراً ( ي] . 


فیلا . إذا كانت × هي التولية 8 ,(ل) ۰ و × هي المثوالية 268 .( "42 ۰ فان المتوالية الحزئية 
۱6۷( ,:) من التوالية ۷( هي نت۳ اي المتوالية ...1 لان 


1 1 
2 4 


x(k(n)) = x( 2" ( 55 0‏ ج تس 


۳٦‏ الدخعل الى التحليل الرياضي 
غارین 


انحموعات 


(۱-۱) 
لتكن 4,8,٤‏ محموعات ثلاث من محموعة كلية × . أثبت صحة ما بي : 
A-(A-B) = ANB (Î)‏ 
(ب) الشرط اللازم والكافي کی يكون ۸ - ۸-8 هو أن يكون 2 = 8 ۸۸ 
جح ۸-0) ۵-50 = 0 8)-۸. 
)د ( 6۵-0 .A-(BN O) = (A-B)u‏ 
)4ھ( ©8-0)ن © -ة) = 0-(8 .(AU‏ 
(و ) تحقق من صحة النتيجة الثالثة من (۱,۱۹) ۰ التي تنص على أن 
An (X-B)‏ - ۸-8 
م بين أن الشرط اللازم والكافي كي یکون ‏ 8 ۰۸6 هو أن يتحقق واحد من الشروط الثلاثة ای 
X- BC 2-۸ An (X-B) = 2 (X- A)u B = X‏ 


)۲ --٩( 
: نعرف الفرق التناظري 8 ۸۵ محموعتین 4,8 في محموعة كلية × على النحو التالي‎ 
۸۵ 8 - (AU 8( مخ)-‎ 8( ۱ 
: ات ما بلي‎ 
. م 8۸۸ ۸۵8 (اي أن لعملية ۵ تبدیلق‎ 5 
. ) (ب 0 44)84 = € 8(4 4 ۸) (أى أن ۵ تجميعية‎ 
۸۸۵ 8 = [An )2- 8( دا[‎ ] Bn )26- (ارشاد للحل :ات اولا أن [ له‎ 
وذلك استنادا إلى (8 -2) ۸ = 8 -4 وی دستور دي مورغان . استنتج بعد ذلك أن‎ 
(AA B) AC = [An (X-B)n (X-OJ] u [(X—-A)n Bn (X- O] u (An Bn Qu 
u [(X—-A)n (X- مره‎ Cj] 
(CAB) 4A = (A4 B)4C بادل في هذه المساواة بين ۰6,۸ فتجد أن‎ 
طبق بعد ذلك الخاصة التبديلية مرتين في الطرف الأيسر فتجد‎ 
) ) © ذ (8 ذ‎ ۸ = AA(CAB) = ۸ ۸/۸۵ 0( 
) 4 (ج) ایا کانت ۸۸ . فان ۸ = ۸۸۵ (أي أن 2 عنصر عاید ل‎ 
.) 4 (أي أن عملية التقاطعم © توزيعية بالنسبة ل‎ ۰۸ )84 © = (AN 3۵۸ ©) رد‎ 
(ه) بين انه يوجد دوما للمعادلة 8 - ۸۸۲ حل.‎ 


احموعات والعلاقات والدوال ۳۷ 


)۳-۱( 


هل پوجد للمعادلة 8 ۷ ۸۱ حل دوما » وذاك بفرض .۸ محموعتین مفروضتین ؟ أعد السوال من أجل 
العادله 8 لا ۸ 


(۱-- 5) 
لتکن لدینا الهاعة N‏ ۸,(,86) من انحموعات الحزئية من © (۷(محموعة الاعداد الطبيعية و ۴ محموعة 
الاعداد الحقيقية )» حيث 


A, = ۱۱:۱۷ 1|> ۱۱۱۷+ ۱] <+( 


اوحد م۸ بطاء ,ره ب( . 


(۱ -- 8) 
لتکن لدینا الاعة 4,٠,١6٤۸‏ من انحموعات الحزئية من ۴ حيث 
A, = {xeR:0< x< Û}‏ 
(۱) يرث = بث لاش 
(ب) ميث = ورث ثارث 
(ح) برذ د رش A۸‏ حيث ۸ أكبر العددين Ss,‏ 
(د) مھ د ,۵ لاھ حيث 0 أصغر العددين ,5 . 
(ه) إذاكانت ظ بجموعة جزئية من ۸ فإن ب - به لا حيث 0 هوأصفر عدد طيعي في 8 . 
(و) © = مش بر۷). 


س 
اذاكان ۸۶ و 86۷ فاثبت أن ])8 B) = [(X- A) x ¥] u(Xx(¥Y-‏ »اح )- (Xx Y‏ 


۷-١ 
: و لاء8 و ۰۸ و6۲ فالطلوب اثبات‎ AX 5 ۱ 
(Ax B) n (Cx D) = (An Ox(Bn D) (Î) 
(Ax BJU (Cx DJC(AuU C(x(Bu D) (ب)‎ 
. أورد مثالا تبين فيه عدم تساوي طرفي العلاقة (ب)‎ 


۳۸ المدخيل الى التحليل الرياضي 


(۸-۱) 
لتكن 3:6,7,10) = 8 (1,2:3,4:5) = A‏ 
ولتکن ۲ علاقة من ۸ إلى 8 > ( أي في 8 × 4 ) خاصتا حددة "× من 4 يقسم ۷ من 8! 
(أ ) عبن العلاقة ؟ جدولیا ¿ اي اكب محموعة الازوا اج المرتبة » الي تنتمي الى ! : 
رب) حدد ساحه ومدی العلاقة ۲ . 


)٩ -۱(‏ 
تعرف العلاقة العكسية لعلاقة ۲ على أنها العلاقة 
:(a,b) er}‏ (6,8) | - ۲-۰ 
۳ ) عين العلاقة العكسية للعلاقة (36 = 9 + 4×2 : :6۳8 (,) 1 - ۲ 
(ب) عين ساحة ومدی کل من ۲ و *۲. 


)٠١-5١( 
2۷+ 10 لتكن ۲ علاقة بين الأعداد الطبيعية ۷( خاصتا المحددة‎ 
. ۲ عين حموعة الأزوا- ج الرتبة » الي تنتمي الى ۲ . ثم عين ساحة ومدى‎ ) 0 
عد ا مرها ارين ا هی‎ hir موی‎ 
۲-۰ - ) )8,1(,)6,2(,)4,3(:)2,4(( 


)٩۱ --٩( 
كيت علاقة تكافؤ,‎ × A- فان ١ح 1 ] . بن ان‎ A برشن أنه ادا كانت 1 علاقة تكافؤ على‎ 


(5ذ-»9١)‏ 
تكن ۲۱ و ۲ علاقتین على بحموعة ۸ . آثبت صحة الدعوين الاين : 
0 ) ادا كانت كل من ۲,۲۳ متناظرة فان ۲ د ۲ علاقة متناظرة . 
(ب) ادا كانت ۲ منعکسةو *۲ اي علاقة . فان "۲۱۲ منعکسة . 


( -ب ۱۳ ] 
لقد آورد أححد الطلية « برهانا» على أنه ادا كانت ۲ علاقة متناظرة ومتعدية فانها منعكسة على النحو التالي : ۷ مما أن ۲ 
متناظرة ‏ فان ۲(,ه) تقتضي أن یکون ۲ . ولا كانت ۲ متعدية » فانه ينتج عن 8,6(©6) و 
(b,a) er‏ معا آن !© (8:8) . وبالتالي فان ۲ منعکسة».ما هو النقد الذي عکن أن توجهه لهذا البرهان ؟ 


انحموعات والعلاقات والدوال ۳۹ 


(۱ - ۱4) 
لتكن ۲ علاقة على محموعة ۸ ۰ ولتکن 8۶۸ . نرف مقصور ۲ على 8 على أنه العلاقة (8 ×8) ۵ ۲. بين 
أن مقصور علاقة تکافژ » هو علاقة تكافۇ على 8 . 


(۱۵-۱) ' 
لتكن ۲ علاقة على محموعة الأعداد الصحيحة الوجية ۸ (اي علاقة في ۷۰ ) » مولفة من جمیم الازواج المرتبة 
( × )ء محیث یکون +× عددا فرديا . 
۳ ) بن أن ۲ : لست اة 
(ب) تحقق من أن ۲ ليست علاقة تکافز. 
(ج) أثبت أن ۲ ليست علاقة ترتیب جزني على /2. 


00-١ 
: نکن © علاقة على ۸ تحقق الشرطين التالبين‎ 
ر ) آبا کان ر من مدى ۲ فان 6۲ (لاولا)‎ 
)2,×( >۲ (ب) اذا کان 6۲ (ر,2) و 6۲ (ر,x) فان‎ 
. أت أن ۲ علاقة متناظرة‎ 


(۱ - ۷۱۷) 
اثبت أنه يمكن اجراء 15 تجزئة محتلفة للمجموعة (1,2,3,4) = ۸ 


(۱--۱۸) 
لتكن ۲ علاقة على محموعة الأعداد الصحيحة الوجبة 0 خاصتها احددة '(|*هأي × يقسم ۷ ». بين أن ۲ 
علاقة ترتيب جزني دون أن تكون علاقة ترتيب کل . 


۱٩ -۱‏ 
كن ةا يط من یت او وف 
n)‏ > تيز + ةير <1 A, = {(xy) ER?:n—‏ 
(أ ) بين أنه اذا کان 2۴ فان = م۸ 0 ,۸. 
(ب) أوجد 4 لا, 


(ج) تحقق من أن 2613 ,(,ه) » تشكل تجزئة للسنتوى :84 . ما هي علاقة التکافو الناتجة عن هذه التجزئة ؟ 


+ المدخل الى اتحلیل الرياضي 


الدوال 


٩(‏ د 
ي کل من العلاقات التالية على 2 » حدد ساحة ومدی کل مها » وقرر ما اذا کانت کل منها دالة أم لا . وفي حالة 
کون العلاقة دالة . بين ما اذا كان لهذه الد الة دالة عكسية . 





) ۱ 9 = 8(:9ة) ) - ۳ 


(ب) (1 - ۶2| = ۷: (لا,) | ع ۲ 


(ج) ۲ هي محموعة الازواج الرتبة ([,65) حيث + ےر عندما ۱ > 1 كلك = اعندماژ > >0. 


(د ) !| مس = ل: ((,) ] - ۲ 


x2 |! 10‏ 
(ه) لمع 


۲ =]: |x| <y} (و)‎ 





۳ - { (x,f()) : f(x) = 





(١ذ1-؟55)‏ 
کن 61و ]× و 26 . تعرّف الدالة المميزة ل 4 على أنها دالة »× محددة بالدستور : 
( عندما هفرع« ) 1 
( عندما لما 0 ۱ ف 
وآ ان هي حقاً دالة وان مداها محتوى في }0,1{ 
(ب) وبالعکس ۰ نا أل اي دالة على × مداها محتوى فى ۰0,۱۱ تعين محموعه جزئبه وحیده من × . 
(ج) افد ما سبق لتعيين عدد انحموعات الحزئية الوجودة في × . 


یب 6 : 
لتکن ۷-ر:ع دالة ما. 
(ا ) أثبت أن الشرط اللازم والكافي كي تکون ؟ دالة غامرة » هو أن يكون 5)8((8) ایا كانت المجموعة 
الزية 8 من ¥ . 
(ب) آثبت أن الشرط اللازم والكافي کی نکون ؟ دالة متباينة هوآن یکون ۸ = ((8۰8۸ آیا كانت 
المجموعة الزئية ۸۵ من × . 


(۲۳-۱) 
أثبت أن الشرط. اللازم والكافي كي تکون الدالة ۶:۷ متباينة وغامرة » هوان یکون (۸))-۷ = (ه -2)] 
آبا كانت المجموعة الحزئية ۸ من × . 


امجموعات والعللاقات والدوال ۱ 


)۲۶ -- ٩( 
آثبت أن الشرط اللازم والكافي كي تکون الدالة 8:۷ متيايئةء هو آن یکون‎ 
. × ایا كانت احموعتان الحزئيتان 4,8 من‎ ۰ 1۸0 8( = A) N 9( 


۱۱ - ۲۵) 
برهن أن الشرط اللازم والكافي کي تكون الدالة ۷ +×:۴ ۰ التي ساحتها +2 متباينة » هو أن توجد دالة 
8:۷ محیت بکون 17 = ]90 . 


) ۲٣س‎ ٩( 
۱ غامرة 1 فان 8 غامرة کذلك‎ gof| برهن انه 4 اذا كانت الدالة‎ ) ۳ 
. (ب) برهن أنه » اذا كانت الدالة 80 متباينة » فان ۴ متباينة كذلك‎ 


(۲۷-۱) 
ليكن ۷+×:۴ دالة ما و ۸ محموعة جزئية من × . برهن أن الشرط اللازم والكافي كي تکون 8 مقصور 
الدالة ۶ على ۸۸ هوآن يكون <۸) ۴۸ -ع. 


(۱ - ۲۸) 
لتکن ۷ ۰( [Xn‏ متوالية ما » ولتکن ۱,۷( ,5۸ | متوالية جزشه من ازعم ,1,۱ ) . بس انه ايا كان 


العدد الصحیح الوجب 2 ¢ فان ۲ < ,كا . 


القصل التانی 


FH HF MEH 3 الق‎ 
اا نا‎ 


5 


| وي 


Real Numbers 





في الفصل الأول على المفاهم الأولية لنظرية المحموعات . والتي يمكن أن توفر لنا الأسس المنطقية لدراستنا 
+ التحليل الرياضي . أما الأمسس الادية > الي لا يمكن لصرح التحليل الرياضي أن يقوم بمنأى عنها ٠.‏ فهي الأعداد 
الحقيقية . وعلى الرغم من ورود هذه الأعداد في بعض الأمثلة والعارين في الفصل السابق . الا أن تمثلنا هذه الاعداد 
وخواصها ارنکز على اسس حدسية اكتسبناها من خلال دراستنا للرياضيات الابتدائية في الراحل السابقة . 


وجاع الرأي في أيامنا هذه . أن كثيراً من النظريات الأساسية في التحليل الرياضي ‏ لا عکن برهانها دون افتراض 
خواص للاعداد امه بعيده کل البعد عن كونها خواص حدسية . وما سنفعله في هذا الفصل هو هو التسلم بو جود نت 
8 ۰ (نسمي عناصرها أعدادا حقيقية ) مزودة بخواص معينة (تسمی عادة مسلات ااا 15 انث )رومن 9 
نید امین النتائج المترتبة على عتع © ذه الملات . وبعبارة أخرى > فسنسلك ف دراسة المجموعة ۲ النبج 
الاستقر ابي 5 طريقة السلات وس or axiomatic‏ 130000:۷۵ مبتعدين بذلك عن الاععاد على احدسیات . وسنختار 
محموعة السلات . نحيث نصیح کثیر من النتائبج الي نتوقعها حدسيا حول الأعداد الحقيقية . 


وستمهد لدراسة الأعداد الحقيقية بلمحه سريعة عن بعض البنى احبربه الاساسة 


Algebraic Introduction 
) تعر يف ( العملية‎ ١ 
نعرف العملية الداخلية الثنائية . او اختصارا العملية الداخلية على محموعة 5 بأنها دالة ساحتها5 »5 ومداها‎ 


ل © . 
۳ 
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فاذا رمزنا ب ه للعملية الداخلية على ٩‏ ۰ فان خيال العنصر  ):۷(‏ من 5 »5 1 ه هو (لإ,)ه. وقد 
جرت العادة على استعال الرمز به بدلا من (3.:)ه . يسمى العنصر ناه ناتج ٠‏ على ود . هذا ۰ وإذا رمزنا للعملية 
الداخلية ب +ءفإنتا نسمي العملية الداخلية عندئذ › ٠‏ م ی کا ان الناتج +× مس سین x,y‏ . وإذا 
رمزنا للعملية الداخلية ب . فاننا نسميها عملية الضرب كا نسمي الناتج .× ( الذي يرمز له ايضا ب ر× ) حاصل ضرب او 
لاء لا,1. 


وعلى سبيل المثال » فإذا كانت ۸ محموعة ما حموعة أجزائها “2 » فان العملية ٠‏ العرفة على 24 × 24 


بالدسد 

ا 8 راث = 8B‏ مر 

هي عملية داخلية على ^2 . أما عملية الضرب العددي العرفة على مجموعة التجهات . فليست عملية داخلية لأن 
حاصل ضرب متجهين هو عدد وليس متجها . 


نقول عن , عملية ه على محموعة 5 !با تجميعية ( أو قابلة للدمج ) > اذا كان )2 6/ا)5< ع ۰۱۰7۶ ) 
ایا كان ۷,2 من 5 . فقد وجدنا مثلا فى (۰)۱:۳۹۹ أن عملية ترکیب الدوال 2 +× : ]عمليةه جميعية . اما عملة 
الضرب التجه العرفه على مجموعة التجهات الطليقة » فلیست جميعية . 


نقول عن عملية ه على محموعة 5 إنها تبديلية ( أو آبلية) إذا كان ۷ = لاه * آیا کان 65 ر,×. فقد وجدنا مثلا 
(۱,۳۹۸) أن عملية ترکیب الدوال ليست تبديلية » كا أن عملية الضرب النجه المعرفة على مجموعة التجهات الطليقة . 
ليست لاله آبضا . آما عملیتا اجعاء اع وتفاطم احموعات فتدیلتان .کن 5 مموعه مزودة بعملتن داخليتن ۾ وه . 
نقول عن العملية ۰ نبا توزيعية من الیسار بالنسبة للعملية ۰ اذا توافر الشرط 

xo(y»*2) ع‎ (x ¥) «(<° 2 

ايا كان 2,۷,2 من 5 . ونقول عن ۰ انا توزيعية من البمين بالنسبة ل ٠‏ إذاكان 
۱ (2509)* )× ° ناه (2 +۷) 
ایا كان 7,۲,2 من 5 . 
اما اذا كانت ه توزيعية من الیسار ومن المين بالنسبة للعملية * . قلنا اختصارا إن ه توزيعية بالنسبة ل *. 
فقد وجدنا مثلة أن كل من عمليي اجیّاع وتقاطع الجموعات توزيمية 2 بالنسبة للأخرى . اما عملية الاجبّاع فيمكن 
التحقق بسهولة من آنها غير توزيعية بالنسبة لعملية طرح مجموعة من أخرى . 


لیکن 5 جموعه مرودة بالعملية الداخلية 0 . فادا وحد عصر € ۳ 5 6 نحيث يكون < 6و ۸ > و6 و 
ايا كان × من 5 . فإننا نسمي ع عنصرا محايدا بالنسبة ل ه . 
واذا كان 1 عنصرا من 5 ووحد عنصر '× من 5 تست €= 6( 1 < »زو ها نا سمي x‏ نظير 7 بالنسبة للعمليةم 


هذا ) وادا سنا العملية الداخلية لية. عملية جمع ( وعند‌ها رمز للعملية اب + )»فاننا نرمز للعنصر امحايد ( بالنسية 
لعملية الجمع + ) ب ب 0 (ونسمیه صفوً),ونرمز عندئذ لنظير X‏ ( پالنسبه لعملية الجمع ) ب »*«-. 


الأعداد اليضفة ٥‏ 


اما إذا أسمينا العملية الداخلية عملية ضرب (وعندها نرمز للعملية ب ٠‏ ), فإننا نرمز للعنصر المحايد ( بالنسبة لعملية 
الضرب ») ب 1 ونسميه واحدا » ونرمز عندئذ لنظير × (بالنسبة لعملية الضرب) ب “× او 4 
فثلا » تشكل احموعة الخالية © عنصرا محايدا بالنسبة لعملية اجماع احموعات»کا أن نظير © بالنسبة للعملية لا هو 
© . هذا ٠‏ ولا بوجد لاي حموعة غير خالية نظير بالنسبة لعملية الاجناع لا . 
تكن 5 محموعة مزودة بعملية داخلية أو أكثز محبث تحقق هذه العمليات مسلات معينة . عندئذ تسمى 8 بنية جبرية . 
وسنقتصر فيا بلي على تعریف ثلاث بنى جبرية رئيسية هي الزمرة والحلقة واحقل . 


لتكن © محموعة وه عملية داخلية على 6 . نقول عن الثنائية (ه,6) إنها زمرق اذا كانت العملية ه تجميعية . 
ووجد ل ه عنصر محايد © . ووجد لكل عنصر × من 6 نظير 5 بالنسبة ل ه . وادا كانت العملیه ه فضلا عن 
ذلك تبديلية أيضاءقلنا إن الزمرة تبديلية أو آبلية . 


واذا كانت (١‏ 0,۰ ) زمرة قلنا ان 6 زمرة بالنسبة ل ه . أو احتصاراءان © زمرةءاذا ۱ بکن ی حال للالتباس . 


فثلا . تشكل محموعة الدوال المتباينة والغامرة لحموعة × على × نفسها زمرة بالنسبة لعملية تركيب الدوال ( راجع 
(۱:۳۹۸) و (۱:۳۹۹ ) . لكن هذه الزمرة ليست تبديلية . 


۳ -- تعریف ( احلقة ) 
ا یله هي لاه ) E,o,*‏ ( 3 حت ۳ مجموعة و وه عملتال داحلستان حت تكون (E,o)‏ زهرة تىدىلىة 0 
وبحيث نکون العملية الثانية * تجميعية وتوزيعية بالنسبة للعملية الأول . 


واذا كانت ( ورو,2 ) حلقة قلنا دان ۲ حلقة بالنسة ل هو 0 او ااا : ان ۴ حلقة , اذا لم يكن عة 
محال للالتياس . 


نلاحظ أننا لم نشترط في العملية ٠‏ أن تكون تبديلية » كا لم نشترط وجود عنصر محايد بالنسبة هذه العملية . فإذا 
كانت العملية » تبديلية أسمينا الحلقة تبديلية . واذا وجد عنصر محايد بالنسبة هذه العملية ه أسمينا الحلقة واحدية . 


۶6 - تعريف ( الحقل ) 

لتكن ۴ محموعة . ولترود ۴ بعمليتين داخليتين سترمز ها ب + و . . ونسمیا عمليي جمع وضرب على 
الترتب . نقول عن الثلاثية (.,+,۳) ۰ انها حقل ( بالنسبه لعمليي الجمع والضرب ) ادا كانت هده الثلاثية حلقه تبدبلیه» 
وكانت المجموعة (۴-10 = *5 (حيث 0 هو العنصر احاید بالنسبة لعملية الجمع ) زمرة بالنسبة لعملية الضرب . 


هذا . وإذاكان (.,+:۳) حقلاً قلنا «ان ۴ حقل بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب » او اختصاراً إن ۴ حقل » . 


٤٦‏ المدخل الى التحليل الرياضي 
۵ - نتيجة 


يترتب على هذا التعريف ۰ وعلى تعزیف الزمرةهان الشرط اللازم والكافي كي یکون (., + ,۴) حقلا هو أن تتحقق 
الشروط الغلا يه التالية 

ظ ( أن تكون (+ ,۴) زمرة تبديلية . 

رب آن تکین (0,۰)-۳) زمرة تبدبلة. 

(ج) أن نکون عملية الضرب توزيعية بالنسبة لعملية الحمم . 


۹ -- تعریف (الحقل الرتب) 
نشول عن الر باعية )5,., + (F,‏ .با حقل مرتب اذا تحققت الشروط التالمة : 


0 ) ان کن ١‏ بط و۳ ) حقلا . 
(ب) أن تکون > علاقة ترتيب كلي على ۴ . 
(ج) ادا كان ۷ > ۷ فال ۷+2 25 + ابا کان 2 من ۲ . 


رد ) ادا كان إ>× فان 2>1۷2 ایا كان 2 الذي مشق الشرط 0 <2. 


۷ س تعار یف 


قول عن عنصر ما دا من حقل مرتب ۴ إنه عنصر حاد من الأعلى نحموعة جزئية من ۴ . ادا کان × < دا 
ایا كان * من ۸ . واذا وجد مثل هذا العنصر . قلنا إن هر محدودة من الاعلى ۱ اما إذا لم يوجد ٠‏ قلنا إن ۸۵ غير حدودة 
من الأعلى . كذلك . يقال عن دا إنه عنصر حاد من الأدنى ل ۸.اذاکان × > نا أباكان × من ۸ . واذا وجد مثل 
هدا العنصر قلنا إن ۸ محدودة من الأدنى . اما ادا لم يوجد قلنا إن غير محدودة من الادنى . واذاكانت ۴ محدودة من 
الأعلى ومن الأدنىءقلنا اختصارا إنها محدودة . نقول عن عنصر ۲۲ من حقل مرتب ۴ انه حد أعلى لمجموعة جزئية ۸ من 
T= sup A Siy F‏ 5 ۸ .ط.ن. 1‏ ج ۰ اذا نحقق الشرطان التاليان : 


(۱) أن يكون 17 عنصراً حادا من الأعل ل ۸ . 


(؟) ادا کان نا عنصرا حادا من الاعلى ل ه »فان نا > تا 


الأعداد اة و 


۲ - السلات الحيرية للأعداد الحقيقية 


Algebraic Axioms of Real Numbers 


۱ - تعریف 


الأعداد الحقيقية هي مجموعة ۴ مزودة بعملیتین داخلیتین +وه نسميهم| عمليي جمع وضرب »و بعلاقه ترتیب كلي 
نرمز ها ب > ۰ محيث تكون الرباعية (>,., +,۳) حقلا مرتبا تاها . 


سنبتدی» بسرد خواص 8 النانجة عن القسم الاول عن تتريف ۳ ۰ آي من كرت م حقلا مرتبا . وبعبارة 
اخری ۰ سنبتدیء بدراسة البنية الحبرية ل ۴ . وسنرجیء تعریف « عام » الحقل ۴ والنتائج المترتبة عليه إلى حين الاانتهاء 
من دراسه هرد و الخواص الجر به 2 


وهکذا > فان ۴ حقل مرتب بالنسبة لعمليثي الجمع والضرب . إن هذا يعني استنادا إلى (۲.۱۹) و(۲۰۱۵) 
و(۱:۳۹۳ ) آنه تب أن تتحقق السلات التالية : 


1. أن تکون ٩‏ زمرة تبديلية بالنسبة لعملية الجمع (۲,۱۲)»ي أن يتم ما يلي : 


)۱( ایا كان ۲,۷ من 8 . فان ۲+ 2۷ ۷ + ۲. 

)۳( ایا كان xz‏ من © ء فان (6+2) +۶ 2+(+). 

(۳ هنالك عنصر 0 من R‏ 4 حت ×= ×+0=0+ × آیا کان X‏ من ۲ ۳ 

)٤(‏ يقابل کل عنصر × من ۴ عنصر × من ۲2 ۰ حیت يكون 2-0 + (۷-)< (۷-) + ز. 


11. أن تکون ‏ 8-10۱ زمرة تبديلية بالنسبة لعملية الضرب ‏ أي أن يتم التالي : 


2( ایا كان ( من ۳ () فان »۱ < ل×. 

(5) أياكانى #رلا,: من © . فان (۷(2=×)92»). 

(۷) هنالك عنصر 1 من ۸ > ( ۰)10 نحيث یکون * < 1 > xl‏ أياكان »× من 8 , 

(۸) يقابل کل عنصر غير صفري × من عنصر “× (يرمز له أحینا ب 4 ويسمى مقلوب × )ء نحيث 


بکون 1 — 3-13 XX‏ 
1 أن تکون عملية الضرب توزيعية بالنسبة لعملية الجمع ۰ وهذا يعني ما يلي : 
(٩)‏ ابا كان 2 من 9ه . فان 2 ×+ 1 > (2 + نز . 


۰( ) كان من الواجب افتراض 2,لإ,× في الخواص (ه) ‏ (۷) + عناصر غير صفرية لأننا في نطاق انحموعة ( 0 ) -9]. الا ان شمول هذه الخواص للمجموعة 
۸ با کملها آمر مشروع لأنه بمكن التحقق بان 07۶0 0 × ایا کان × من ۲,۲۲(2) . 


۸ الدخل الى التحليل الرياضي 


أن تكون > علاقة ترتيب کي على 8 ۰ وبالتالي (۱:۲۹۳) : 


(۱۰) أبا كان من العنصران بز,«د من »فلا بد أن تتحقق واحدة فقط مما يلي : و<» أو لا >* أور<», 
(۱۱) ادا كان ۷ >« و2 >لاء فاد 2 >( . 
كا ينبغي على علاقة الترتيب الكلي > ان نحقق السلمتین التالیتین : 
(۱۲) اذاكان ۷ ۲ فان 2 +۷ >2 + ایا کان 2 من 8. 
(۱۳) ادا كان  ۲>۷‏ فان ۷2 > ۲2 ابا كان 2 الذي محقى الشرط 0<و. 


سمی كلا من > و > متراجحة . وعندما یکون لو > ۰ فإننا نقول «إن × أصغر أو يساوي بو » أو ان ۷ 
اک ر أويساوي × : . وعندما یکون 1 > : فاننا تقول و«إن * اصترمن بو واووإت و اکرمن × ». وما نرید قوله 
الان هو آن نج الخواص الح به وخواص العرئب 3 الی تعر فنا علہا ل دراسشنا للحساب وا حر الابتدایی والی فلنا ها 
بصورة حدسية تنج عن هذا العدد الضئيل من السلات . وسنستنتج تما پیش من هده الخواص : بغرض اطلاع القارىء 
على الكيفية البى تستغل مها هذه السلات للتوصل إلى الخواص الحرية الالوفة للاعداد . 


۲ - نظريات 


(۱) أياكان العدد الحقيق ‏ . فان ×=(×-)- . كا أنه أيا كان العدد الحقيق غير الصفري × 
فان × 1- (-×). 


لبرهان 
تبين ١‏ لمة )٤(‏ انه ایا کان × من R‏ . فان نظير× - بالنسبة للجمع هو « . ولا كان نظير آي عدد حف ۷ 


بالتسية الجمع هو رت . کا سبق واصطلحنا . فان «<(<-)- , 


وأحد كبو ره ه مانله 20 اذا كان 0< . فال خ = 13 07: 8 


(۲) ادا رمزنا ب ۷-۷ للمجموع (-) + . واسميناه حاصل طرح ر من × . فان ۷-۷ (--. 


البرهان 

(تعریفا) [ 9 - )+ع ]+[ )جبر] = (-ع) + ود - بو) 
(المسلمة (۲)) ( [-)+»«]+ ««-)]) جو 

(المسلمة (۲)) ( (9-) + [<+10-)])+7- 

(المسلمة ))٤(‏ (90-)+0) جيبو _ 

( السلمه (۳)) -) +۷ - 

( السلمه (4)) 0 - 


ادن . لاد - ۷ هو نظیر لا - × بالتسیه للجمع ٠أي‏ ان 2۷-۲ (1۷-) - . 9 


(۳( ایا كان ولا هن 8 فان XZ‏ - 26۷ > (2- 2037 


البرهان 
(المسلمة x(y-2)+xz=x( (y—2)+z)= x( y+ )-2( +2( ))٩(‏ 
(المسلات (۲) و(7) و(4)) xy‏ = (0+ ۶۵( (2+2-)+ر) x‏ = 


بترت على الدستور 2 - x(y - 2( = xy‏ النتائح التالية ۰ ایا کان 7:2 من 8 : 


(9) اذا وضعنا 2-لاز . نجد 0-0 ۰ 
(1) إذا وضعنا1 =2 و 0= ر نید ×- =(1-)× وهذا يعني أن نظير اي عدد حقیق بالنسبة للجمع 
يساوي حاصل ضرب هذا العدد بنظير العدد 1 بالنسبة للجمع . 
(زنز) اذا وضعنا ۷<۸ . ند اد >-(2-)» 
(iv)‏ ادا وصعنا 7 - موصم XK‏ و 21۷0 ۷ ۰ جد 
[2(× - ) ]1 - - 2(:-)- = 2 - )-) 


- - 1 -)۷2([ = -)-2( = 2 


(4) ادا كان »× عددین حقيقيين . غیت لز »ين و > فان << . ان هذا ناتج عن کون > تعبي 


(۵) ادا كان 2 > ( و لا > فال 2 > بر وادا كان 2 > و ۰۷۲ فان 2 > ۲ . 
الر‌هان 


ادا كان 2 >۷ , ۷ >« فان 2 >× وفق السلمة (۱۱) . ام اذا كان 2 = ۷,۱۷ > . فان هذا يعني مباشرة 
ان 2>» . وي إثبات ما تبقی من النظرية بصورة ممائلة . م 


3 الشرط اللا زم الكافي كي یکون ۷ > 1 هو آن يكون 2 +۷ >2 +1 أيا كان 2 من #8 . 
البرهان 
ادا كان ۷ >» فان 2 ۷ > + تاه الى المسلمة TA‏ وبالعكس لنفترض ان 2 +۷ >2 + حى 2 


عنصر ما من 8 . عندئد ينتج عن السلمة (۱۲) نفسها أن 22 - )+ (2 +۷) > 9 < )+ 2 + هواذا طبقنا السلیات (۲) 
و(؟) و(۳) بد ( > . و 


5 المدخل الى التحليل الرياضي 


ونترك للقارىء التحقق من أن الشرط اللازم والكافي كي يكون (>* هو 2 +۷ >2 +7 أياكان 2 من © . 


نقول عن عدد حفيقٍ × إنه موجب ادا كان 0 x>‏ (أي x‏ <0 1 .وسالب اذا كان 0 > ونقول عن عددين 
حفيفيين انب من اشارة واحدة اذا كانا موجبين عا او کا سالبين تفا . آنا اذا كان آحرهیرا موحيا والاخر سالبا , فاننا نقول 


هیا من إشارتين محتلفتین . 

(۷) الشرط اللازم والكافي كي يكون فا موعفيا وان کن سانا . والشرط اللازم والكافي كي يكون ۶ , 

سالا 1 هو آن يكون × - هو جیا . 

الرهان 

تبين النظرية (5) أن الشرط اللازم والكافي كي يكون ۰:<0 هو أن يكون (×- )+0 < (× )+× 
أي - >0 ؛. ونجد بصورة مماثلة ما تبقی من النظرية . ه 

(۸) إن حموع عددين حقيقيين موجبين عدد موجب . ومجموع عددين حقيقيين سالبين عدد سالب . 

البرهان 


اذا کان لا >۶0 × >0“فإنه ينرتب عل ×> و والمسلمة (۱۲)آن ۷ +× > +0 أو ۷ +× >۷.لکن ۷ >0 . إذن نجد 
وفق المسلمة (۱۱) ان +× >0 . ود بصورة ماثلة ان جموع عددين سالبين عدد سالب . ه 


3 ان حاصل ضرت عددین من اشارة واحدة علد موخا. وحاصل ضرب عددین من اشارتين محتلفتین 
عدد سال . 


البرهان 


لنفترض لا >0 , × >0 . إذن ينتج مباشرة عن السلمة (۱۳) أن 9« >07 . لكن رأينا أن 0 = 0۷ ۰ إذن 
00 . أي أن لإ« موجب . أما اذا كان 0 >0,۷ >× فان النظرية (۷) تدل على أن بو >0 و *- >۰0 وبالتالي 
نجد ما سبق‌آن(۷- )0< - ) >0لکن وجدنا أن >  )-(-(‏ ادن ور >0. 


(۱۰) نستنتج من )٩(‏ أن 1>0 ۰ ذلك آن ٠.1‏ 1 . نستنتج كذلك أنه إذاكان × اي عدد غير صفري فان 
۰ من إشارة واحدة » ذلك انه لوکانا من اشارتن محتلفتین لكان “×× › اي 1 . سالبا . » 


الأعيداد الحفضة 6١‏ 


سنبين الآن أن عكس )٩(‏ صحيح 

1١)‏ اذا كان حاصل ضر ب عددين حفیفیین تدا موجا فان العددین من اشارة واحدة ‏ واذا كان حاصل 

البرهان 

لنفترض 0 < ۲7 . فادا كان 0< فان 0<“× کا رأينا . وبالتالي » فاننا جحد وفق السلمة (۱۳) آن 
20001 . ويمكن التحقق بسهوله من ان هذا ليس الا 0 <۷ . اما ادا کان 0 > 1 فان 0 > xX“‏ 3 رايا . اذن جد 
استنادا الى )٩(‏ أن0 > (ود)-بر, آی0 > . 

سنورد الآن واحدا من أهم التعاریف التي تشکل أداة فعالة في كثير من بحوث علم التحلیل الرباضي . 
۳ -- تعرف 


نعف القيمة الطلقة لعدد حقيق × على أنه عدد حقیق,نرمز له با« اء محدد بالدساتير التالية : 
( عندما 0 <× ) × ۲ 
( عندما 0 = ×) 0 = |x|‏ 
( عندما 0 >۲ ) « 


14 نظرية 
اذا كان ۷,7 اي عددین حشفیین > فان 
|x| IYI (i)‏ = ۷۱| 
|x| + |y| (i‏ > إلا |x+‏ 
البرهان 


سنورد البرهان على ( زز¡ )۰ لبتي تسمی أحيانا « متراجيحة ححة الثلت » . لدينا استنادا الى التعریف |×|>×- و 
۱ . كذلك ۷>۱۷۱- و ۷>۱۷۱ . نستتح من هذا أن ۱۷۱ +6۱0۱ (۱+)- و 
| + || > وج (لماذا؟). واذا لاحظنا ان |+| تساوي +× أو (ز +)- فاننا نجد المطلوب . » 


۵ س ملاحظة : 


نسمى أحياناً حاصل الضرب ۰ أي × » حاصل قسمة × على ۷ ؛ ونرمز له ب = . وهكذا . 
فيمكن ان نقول عن “× إنه حاصل قسمة 1 على × او مقلوب × . وتبين المسلمة (۸) وجود مقلوب للعدد × 
شريطة أن يكون 0 » .وين وان !رید السو مقتيءء خاد © ارت عذا تارب پا 4 ۱ لكان 
1 ع Oy‏ و ی و اه جاو مر ی أن ۱0 لاب اناس 
وبالتالي » فان افتراضنا بان “0 اول د بساوي هه لیس بذي معنی في نطاق احموعة © 


o۲‏ المدخل الى التحلیل الرياصي 


۳ - الأعداد الطعية والصحيحة والعادية 


Natural, Whole and Rational Numbers 


سنمهد لتعريف الأعداد الطبيعية بتعريف ما يسمى بامحموعة الاستقرائية . 
١‏ - تعريف 

نقول عن محموعة جزئية ۸ من ۲ إنها استقرائية » اذا كان ۸ اونتج عن کون 26۸ أن ۸ع1 +2. 
۷۲ - نظرية 


(۱) إن جاعة احموعات الاستقرائية غير خالية . 
(۲) ان تقاطع كل احموعات الاستقرائیه » هو محموعة استقرائية . 


الم‌هان 
(۱) من الواضح أن ۴ محموعة استقرائية » وبالتالي » فان (۱) دعوی صحيحة . 
(۲) لتکن ۸:۱,:۱1) جاعة احموعات الاستقرائية . منت آن به =١,‏ ۷ محموعه استقرائية . لما كان رهرع | 


ایا كان 1 من 1 . فان 1 . للفترض الان ان 2 . عندئذ ,26۸ ایا کان 1 خن ۲ . وغا آن 
۸ استفرائية . فان :164 +8 ایا کان 1 من 1 . أي (ع1 +2. ه 


۳ -- تعریف 


الا ا الطبيعية ١١‏ (أو محموعة الأعداد الصحيحة الوجبة ۱۷) بأنا تقاطع كل احموعات 
استفرائية . 


يترنب على هذا التعريف وعلى (۲.۳۲) أن ۷( مجموعة استقرائية . 


4 -- نظرية (مبدا الاستقراء الرياضي) 


اذا كانت احموعة الحزئية ۸6 من محموعة الاعداد الطبيعية N‏ استقرائية . فان ۷ = ۸. 


الأعداد 1 لجفيقية or‏ 


البرهان 
ما أن ۸۸ مجموعة استقرائية » وأن × هي تقاطم كل انحموعات الاستقرائية › فان NGM‏ . وبما أن MSN‏ 
فرضا ادن N‏ = 11 . 5 


يترتب على ميدأ الاستقراء الرياضى نتيجة هامة استخدمناها في الاضی وقبلناها بصورة حدسية . 


۵ -- نتيجة 


لنفرضص انه بقابل کل عدد طبيعي ‏ دعوى (قضية) ۳۰ . سنبين الان أنه ادا كانت الدعوی ,8 صحبحه»وکانت 

صحة ,۲ تعتضي صحه ,۴ ۸ اسع اناا ,۶ صححه نكن 86 بجموعة الأعداد الطيية × الي تصح 

من اجل كل منها الدعوى المقابلة ,2 ۰ أي لتكن ١إ‏ ,۴ :20 © ] = 34 . من الواضح أن MEN‏ وان 124 (لأن P,‏ 

وچ فراع , اة ف م إلى أ ب اک ا لأن N‏ استقرائية.ء أن 

XEM => 71+ ۱‏ , وبالتالي : فانه رتب على ا الاستقراء الرياضي (۲,۳4) أن N‏ = ۷ أي أن العناصر 

التي تکون الدعوى من اجلها صحيحة هي جميع عناصر لا . وبعبارة أخرى . فان ,8 صحيحة ایا کان العدد الطبيعي 
1 


05 نظرية 
یا كان × من N‏ فان >1 . ونعبر عن هذاء بقولنا إن 1 هو أصغر الأعداد الطبيعية . 
الم هان 
لنأخذ انحموعة [×> 1 :6۱۷*) = 1 . من الواضح أولآ أن 1684 . لفترض الان أن 6۸۸ اي *>1. 
من الواضح أنه يترتب على هذا أن ۱ +۱6 +[ . لکن 1 >0 کا راينا في (۰ ٠‏ ) من (۲,۲۲) ؛ ادن 1 +1 >1. 
واستناداً الى (ه) من (۲۲ د 418141 الى يج عا ۱6۳۷1 . وبالتالي > فان x + [ EM‏ . واستنداً لل بدا 


الاستقرا. الرياضي : ب نحد آن فم = ۰۱4 أي أن محموعة الأعداد الطبيعية × » التي كل منها أكبر أو يساوي 1 ۰ هي 
مجموعة الأعداد الطبيعية لا بأكملها : وهذ؛ يعني أن 1 وا اصغر الأعداد الطبعة . س 


۷ -- نتبجة 
یا كان العددان الطبيعيان ,× . فلا يمكن ان : نتم الساواة =X‏ ۷ + یز . 
۸ _ نظرية 


اذا کان × عدداً طبيعياً بحيث 5۶1 . كان 1-× عدداً طبيعياً کذلك . 


ه المدخل ال التحليل الرياضي 


المرهان 


لغترض جدلاً أن xeN‏ و ۶۴1 و 7-1۴ . لنضع M - N-)×[‏ . نلاحظ أن 165M‏ لأن لزاع 
و ۴۱ . کدلك ‏ نلاحظ انه ادا كان ۷6۱ فان ۷۲ و ۷۶۷ . ادن ۱۱۷ +۷ رلان N‏ استقرائیة) و 
1+ (لأنه لوكان ‏ -1 + لا لكان 6۸ ر = 1-) . وبالتالي » فان 1684 +لا . لذاء فان احموعة الحزئية 
ك من N‏ استقرائية . واستنادا الى (۲.۳۵) » فان N - 84 = ×N-)×(‏ ۰ وهذا مستحيل . ان سب وقوعنا في هذا 
التناقض هو افتراضنا أن 1431 . لذاء فلا بد أن يكون 5-1۷ .م 


۹-- نظرية 


ایا كان العددان الطبيعيان رنه . فإنكلا من بو+ير و بإ عدد طبيعي . (اي ان كلا من عملي الجمع 


الم هان 


لنفترض اولا ٠‏ أن .M = {zeN:z+yeN}‏ عندها نحد بسهولة آن N‏ 1۷ (وذلك لأن MSN‏ ولأن M‏ 
سر . وا يد دجس اي عدي 8 بع که ایی ر ند طون .لت 20 


اي عدد طبيعي بالعدد ر هو عدد طبيعي . ادن ۲ *. » 


۱ -- نظر بة 
اذا كان ,× عددین طبيعيين نحيث ۷ > . فان بير عدد طبیعی . 


الرهان 

رمز ب ۷ مجموعة الأعداد الطسعية 2 يث أنه اذا کان لاعدداً طبيعيا عق الشرط نا >2 فان 2- عدد 
طبيعي . وبعبارة أخرى . لتكن 384 انحموعة 

M - | 26: ن >ج , ۷( نا‎ => u-zeN) 

لاحظ أن 1684 . ذلك أنه إذاكان ها عدداً طبيعياً بحيث >1 (وبالتالي 1ں ) فان 16 -ه استنادا إلى 
النظرية (۲.۳۸) . لنفترض 2٤M‏ . اذن z6١‏ . وبالتالي لاع1 +2 . كذلك . بما أن 2٤M‏ فإذا كان 
۷ نحيث ۷ >2 فان ۷-2۱1 . وعا ان(1 +2)-(1 + ن) < 0-2 فاننا نستنتج أنه ذا ۷ لزع 1 + نا بحیت 
1 +ن >2+۱ ء فان 6۲۷ (۱ +2)-(۱ +ن). وبالتالي . فاد 2+۱6 . نستنتح من مبدا الاستقراء الریاضی ان 
M =۸‏ . وهذا يعني أنه أياً كان العدد الطبيعي 2 الذي يحقق الشرط ى >2 حيث ن عدد طبيعي ماءفإن 


ألاعج - نا u‏ وهذا ما كنا بعي :5 


الأعداد الحضقية هه 


۲ -- نظرية 
أنا کان العدد الطبيعي × فلا" وحود لعدد طبيعي ۷ خصور س × و ۲+۱ . 
البرهان 


للفترض مؤقتاً أن عة عددین طبعيين محيث ۷+1 2*۷ . عندئل . يكون Nعxe-y‏ استنادا الى 
(۲:۳۹۱) . وبالتالي > فان ۲-221 وفق (۲,۳۱) : اي 1 + <۷ , الامر الذي يناقض افتراضنا بان 
1 + >۷ . وبالتالي ‏ فالنظربة صحيحة . 9 


۲۳ - نتيجة 


یترتب على ما سبق أن اصغر عدد طبيعي هو 1»وآن 1 +1 عدد طبيعي اکبر من 1 » ولا يوجد بن 1 و 
1+1 أعداد طبيعية . تعبر عن هذا بقولنا . إن العدد الطبيعي 1 +1 بلي مباشرة العدد 1 . سترمز للعدد الطبيعي 1+1 
2 . وباجراء مناقشة مائلة نجد أن 1 +2 عدد طبيعي بلي مباشرة العدد الطبيعي 2 » وسترمزل 2+1 ب 3 وهام 
جرا . وهكذا . فيمكننا ان نکتب 


| ...و3 وش,1 ! = N‏ 
وذلك ۴ حدود الرموز الي اصطلحنا ها . 


سنتتقل الآن الى اثبات خاصة هامة للاعداد الطبيعية تسمی خاصة «الترتيب الحيد ».وسنمهد للدخول في هذا 


الموضوع بتقدیم التعريف التالي 


4 تعریف ( العنصر الأصغر والعنصر الأكبر) 


لتكن ۸ محموعة جزئية من ۴ . نقول عن العنصر 2 من ۸ إنه العنصر الأصغر للمجموعة ۸ . ونكتب 
۸ منص =ھ . إذاكان. × >2 أيأكان × من ۸ . هذا ‏ ولا عکن أن يكون لمجموعة أكثر من عنصر أصغر واحد . 
ذلك » انه لو افترضنا 2,8 عنصرين أصغرين ل 4ء فان '2 < a‏ (لأن ۾ عنصر اصغر م وهی '3) » کا أن 
۶ لسبب مائل . وبالتالي فاننا نجد استنادا إلى (۲:۲۲) أن وده . 


هذا . ونترك للقاریء تعریف العنصر الأكبر للمجموعة ۸ . الذي نرمز له ب 4 مص . 


ومن الممكن التحقق سهولة من أن الشرط اللازم والكافي كي یکون ۸ سنس > و هو أن یکون 26۸ و 
۸ ؛دذ - 2 . كذلك . فان الشرط اللازم والكافي كي يكون a > max A‏ هو آن بكون 26۸ و ۸ 2250 . 


5 الدعل ال التحلل الرياضي 
۵ - نظرية الترتيب اليد ) 


لكل محموعة جزئية غير خالية ۸ من ۸ عنصر أصغر . 
البرهان 


لتکن 8 محموعة الأعداد الطبيعية التي کل عنصر × منها محقق الشرط ۷ > ا من هر . لا 
كانت ۰۸۴9 فان 8 لا عکن أن تساوي N‏ » لأنه اذا کان 6۸ر فان 1#8 +لا . عا أن 1 أصغر الأعداد 
الطبيعية  )۲,۳۰(‏ فان 1٤8‏ . وعندها یرب على ميدأ الاستقراء الرياضي. أن هنالك عددا طعا 2 بحيث 268 و 
8 + 2 . آما 268 فتعنی أن <«2 یا كان ۲ من ۸ . وا 8 +2 فتعنى أن هنالك عنصرا 
۸ محث 2+1 >,۷ . لکن 2 > ,۷ = 1 +2 > ,ا »ذلك أنه لولم يكن 2 > ,لا لكان ,۷ >2 وفق ( فلا 
(۲۱ () ۰ ولوجدن بالتالي غندا طیعا ا محيث 2+1 >,۷ >2 ٠‏ وهذا غير مکن استنادا ال (۲,۳۹۲) . 
2 > رلا . فإذا أضفنا إلى هذا أن 1 >2 رلان €۸ ,۷ و 8ع2 ) > فان 2 - باح مشپ يت یه 
بنتمي إلى ۸ . ولا کنا قد وجدنا أن ۷ > 2 ایا کان با من ۸ ولق عد سو لشي ادق اقب ا ری 


بعد أن عرفنا محموعة الاعداد الطبيعية وسردنا اهم خواصها » سننتقل الى تعريف حموعات جزئية شهيرة اخری من 


ادا رمزنا ب 11 - للمجموعة (لاع:- {xeR:‏ « فاننا نعف حموعه الأعداد اجو رمز ها ب 2 ؛ »على 
انا حموعة لا (0)ل۱۷- 7 . وبعيارة اخری > فان 2 تالف من کل الاعداد الحميقية × . یٹ x 6N‏ أو 
0 أو لاع*-. أما مجموعة الاعداد العادية. الي نرمز للها ب ©»فتعرف على آنا الجموعة 
((۲62,۷62-10: -۷() - © . وبعبارة آخر Qo‏ تتالف من کل الاعداد ی اي كل متها عاف 
ضرب عدد صحيح عقلوب عدد صحيح غير صفري . واستنادا الى (۲,۲۵),عکن القول بان 0 هي مجموعة الأعداد 
التقيضة 2 الى كل ما سماصل ا دد میم × على عدد صحيح غير صفري لا اوا > فان مجموعة الأعداد 
غير العادية » تعرف على أنها المجموعة ©-© . 


الأعداد الحفيقية بات 


45 قابلية المد 
Countability‏ 


إن عد عناصر محموعة ما مسألة تدخل في صميم حياتنا ليومية . وبالطبع » فان ما نعده عندئذ يدخل في نطاق 
الحموعات التي تنعت بأنها « منتبية » ۰ ونعني بها امجموعات المؤلفة من « قدر معين» من العناصر المختلفة » اي احموعات الي 
تنتی عملية عد عناصرهاالمختلفة عند حد معين . اما انحموعات « غير المنتهية »من الواضح ان عملية عد عناصرها ليس ها 
حدود » بل إن بعض هذه انحموعات توصف بأنها «غير قابلة للعد» . وكي نبين ماذا نقصد ببذه العبارات المهمة » التي 
تبدو بعيدة كل البعد عن المفاهيم الرياضية الدقيقة . فاننا سنبتدىء بالتعريف التالي » الذي احدث ثورة عارمة في تاريخ 
الفكر الرياضي » والذي يعود الفضل فيه إلى الرياضي الفذ جورج کانتور . 


۱-- تعریف 


نقول عن محموعه A‏ انپا مكافة محموعة 8 . 1 نكتب 8ھ ث ادا وحلت دالة 8 ع هم : ] متباينه 


وغامرة . 
نستنتج من هذا التعريف » ومن کون الدالة الخالية متباينة وغامرة (۱,۳۹۹۳) ۰ أن المجموعة الخالية مكافئة لنفسهاء 
اي آن ©- © . 


0_5 أمثلة 


(۱) إن مجموعة دول العام تكافىء مجموعة عواصمها . 

(۲) ان [1,2[<]4,9] ٠‏ ذلك أنه بمكن التحقق بسهولة من أن الدالة [4,9]-[1,2]:] » احددة 
بالدستور 1000-55-1 ۰ متباينة وغامرة . 

م كاعد محموعة الاعداد الطيعية 1123-1 ۸ ؛ وتحموعة الاعداد الطبيعية الزوجية 
E = )2,4.6....(‏ .إن 8-8 لأن الدالة ۴ ۲:۷ المحددة بالقاعدة 27-(0) » متباينة 


وعامرة 5 


۳- نظرية 


إن العلاقة 4×8 هي علاقة تکافوعلل جاعة احموعات ابلزئية من مجموعة كلية . 


9۸ الدخل الى التحليل الرياضي 


البرهان 


(۱) أيأكانت المجموعة ۸۵ » فان ۸۸ » ذلك أن دالة الطابقة 4 «4: ب1 متباينة وغامرة . اذن فالعلاقة 
= منعکسة . 

(۲) اذا كان 8-ه . فان 82۸ ذلك أنه اذا كانت ۴:4+8 متباينة وغامرةءفتوجد دالة 
۲۳:8۸ متباينة وغامرة کذلك (۱,۳۹۹) . اذن = علاقة متناظرة . 

5 اذا كان »8 , 48 . فهنالك دالتان 8-6 :ی « 8١ح‏ ۸:] متباینتان وغامرتان . 
وعندئذ » تکون الدالة ‏ -۸ :8۰0 متباينة وغامرة . اذن ٣ه‏ .أي أن > علاقة متعدية . ه 


نقول عن مجموعه ۳-1 انپا هنپ اذا كانت خالية “أوكانت مكافئة للمجموعة الحزئية [ 0 , . ۳ | من لا ؛ حست 0 
عدد طبيعي ما . نقول في ا حالة الأولى إن ۸ تحوي 0 عنصراً . ونقول في الحالة الثانية إن ۸ تحوي ‏ عنصراً . وتسمی كل 
جموعة غير منهية مجموعة لا منهية . 


6284 تعريض (قابلية العد ) 


اذا كانت ۵ مموعه مكافئة جموعة الأعداد الطبيعية N‏ » فاننا نقول عن هر انها و قابلة للعد اللامنتي . 
ونقول عن محموعة انها قابلة للعد اذا كانت قابلة للعد اللامنتى» أوكانت نة . وفيا عدا ذلك . أي اذا كانت ۸ محموعة 
لا منتبية وغير مكافئة ل N‏ » فاننا نقول عن هد ابا محموعه غير قابلة للعد . 


55- أمثلة 


(۱) إن محموعة سكان العا مجموعة منتبية 
(۲) لماكانت ۱ فان × قابلة للعد اللامنتي . وقد رأينا في (۳) من (1,47) أن حموعة الأعداد الطبيعية 
(۳) إن محموعة الأعداد الصحيحة 2 قابلة للعد اللامنتى . ونترك للقارىء التحقق من أن الدالة 2-۱۷ :۲ 
احددة باللستور 
( عندما 0 < ) 20 
( عندما 0 > 0 1-+20- 
متباینه ومغامرة . 


(N) = 


سنورد الآن معياراً بالغ الأهمية للمجموعة اللامنتهية . وهذا الغرض سنقدم أولا هید التالي . 


الاعداد القفة ۵۹ 


۷ هید 


كل مجموعة لا منتهية لا بد وان تحوي محموعة جزئية قابلة للعد اللامنتي . 


البرهان 


اذا کانت ۸۸ محموعة لا تة فانها غرخالة » وبالتالي » بوجد عم ,۵ ت فع لناخذ الآن 
المجموعة ۸-4۵ . ان هذه امحموعه غير خالية (ذلك أنه لوكانت خالية لکانت مولفة من عنصر وحبد هو ب3 ٠‏ 
ولكانت بالتالي منتبية ) » اذن بوجد عنصر م8 . نحيث ,26۸-18 . وبالسير على هذا المنوال » نجد عنصرا م8 . 
حيث [يقررة 86۸-1 وق الحالة العامة نجد عنصرا ( مع...,,2)-2,.,6۸ . ان عملية اختيار العناصر المختلفة 
.ر لا يمكن ها أن تتوقف . ذلك أنها لو توقفت لكانت ۸ محموعة منتبية . لذا » فاننا نستنتج أن تحوي 
امحموعة القابلة للعد اللامنتي O E‏ 


۸-- نظرية 
كل محموعة لا منتهية لا بد أن تكون مكافثة حموعة جزئية تماما منها . 
البرهان 
لتكن ۸ محموعة لا منتبية . عندئذ » نحكم استناداً الى المهید السابق»بوجود مجموعة قابلة للعد اللامنتي » ولتكن 
( .8,۰۰۰,۵۰۰ ) -8 ء محتواة في 4 . لنعرف الآن الدالة (,ه)- 4۸+ 1:4 بالدستور : 
( عندما 8 ع ) ,م8 


= 00 
( عندما 8 5 


من السهل » التحقق من أن ظ دالة متباينة وغامرة » وبالتالي » فان ۸ تکافیء مجموعة جزئية تماما من 4 هي 
{a}‏ - ۸ . 5 


سا ن الان أن عکس النظرية (۲,4۸) صحیح . ولا درالك هدفنا هذا نورد اولا المهيد التالى » الذي نترك اثباته 
للقارىء . 


۹ -- نهید 


اذا كانت ساحة دالة مؤلفة من « عنصرا » فان مدی هذه الدالة يحوي م عنصراً على الأكثر . 


۳۹ المدخل الى التحليل الرباضي 
05١‏ نظرية 

إذا كانت المجموعة ‏ مكافئة لمجموعة جزئية تماما منها فلا بد أن تكون المجموعة ۸ لا منتبية . 

الرهان 

لفترض جدلا أن ۸ تكافىء المجموعة الحزئية تماما 8 من 4 » وأن 4 محموعة منتبية . عندئذ هنالك دالة متباينة 

وغامرة ۶ للمجموعة ۸ عل المحموعة 8 . اذا افترضنا أن الساحة ۸ للدالة ۶ تحوي « عنصرا › فلا بد أن يحوي 
المدى 8 هذه الدالة 8د عنصراً يحيث 2 > ص (7,44) . لتأخذ الآن الدالة ۸ +8 : 5 . لماكانت ساحة :-6 مؤلفة من 
m‏ عنصرا فاننا نستنتج ثانية من (44 م أن ۸ مدى -] يحوى ص عنصراً على الأكثرء أي أن ص >م . وبالتالي » فان 
نحد استنادا وی وان أن m‏ = اي أن 8 =۸ . ولا كان هذا يناقض افتراضنا بان 8 مجموعة جزئية ماما من 

اذا امه النظرية (۲,4۸) وعكسها (۲,۱6۹۱) في نظرية واحدة » وجدنا المعيار المنشود التالي للمجموعات 
اللامنتبية . 


نظرية 


الشرط اللازم والكاني كي تكون مجموعة ‏ لا منتبية هو أن تكافيء هذه المجموعة محموعة جزئية تاماً من ۸ . 
سنتتقل الآن إلى مسألة اثبات أن مجموعة الأعداد العادية ۵ قابلة للعد اللامنتي . ولبلوغ هدفنا هذا سنقوم أولا 
بإثبات المهيدين التاليين . 
۴۳ -- نمهید 
كل محموعة جزئية لا مننهية من محموعة قابلة للعد اللامنتی لا بد وآن تکون قابلة للعد اللامنتی . 


البرهان 


لتكن 4 محموعة قابلة للعد اللامنتي » ولتكن 8 مجموعة لا منتبية بحيث ۸ . لا كانت ه قابلة للعد 
للامنتی ۰ فهنالك دالة متباينة وغامرة ۸ -3۷:.لتکن ۲۰8 © » أي أن © تعنی استنادا الى (۱:۳۸) المجموعة 
C= {neN: f(n) eB}‏ 
من الواضح أن CN‏ و8 <(1)60. كذلك . فان © لا منتبية انا لو لم تكن كذلك » لوجدنا وفق 
544١‏ ,۷) أن مدى © وفق ۲ > اي 8 ۰ محموعة منتبية » وهذا مخالف للفرض . 


الأعداد الحققية 5 


من الواضح .. أنه اذا برهنا أن © قابلة للعد المنتتي » فان 8 تكون كذ لك ٠‏ ذلك أنه يكون عندئذ للع © و 
C=B‏ (لآن 8 = (۸))] و f‏ مشا ننه وعامرة ) > وبالتالي ۰ یکون 0-8 أن = عاد فه متعدرة )۲.٤۳(‏ . وهکذا 
فاننا نصل الى هدفنا ۰ اذا انا وجود داله متباينة وغامرة بم ل ۱ على © 


لك رلت ناء هذه الدالة ع يتم على النحو التالي*: 

(1)ع هو العنصر الاصغر في © ( وهو موجود لأن © مجموعة جزئية غير خالية من لا وبالتالي ٠.‏ فهي هرتية دا 
( ۲۱۳۹۵ ) . 

(2)ع هو العنصر ی ((18)1-© (وهو موجود) . 


۹۰۰۰۹۰۰۰۰۰۰۰ ۰۹ هذ JD BE MES‏ هك فض شد اهن لهك سس a E a‏ الوه E E‏ انه E‏ اد Gg gE‏ يذ FF‏ 5 ال 6 ا 5 ام 5 اث 5 اعد اخ ا 5 5 5 5 5 EH‏ د 


2 اخ خخ ا‎ ES اه ا اد افلخ‎ iD اث‎ ED E E ED ED EB ED DD EB ED Eg Eg E Eg EB MED Eg ED MG EB اه‎ ESE Dg FB DBD Eg EB Eg EB DEPE ۰۹ ۰٩ ۰۹۰٩۹ ۰۰٩۰٩۰۹۰٩۹۰٩۹۰۹٩ ۰۹٩ ۰۹٩۰۹٩۹۹۰۰۰۰ 


و 


من الواضح أن ساحة الدالة ۾ هى N‏ . ولاتمام إثبات نظريتنا . علینا التأكد من أن 8 متباينة وغامرة . 
القن من اجل ها هذا 5 أن P,‏ هی الدعوى التالية : توحد داله وحبدة برع ساحتا (1:...:0) ومداها ی ۳ أنه 


ادا كان ه ۲ >[فان (1),ع > (ز),ع ۰ وانه ادا كان ۱6 و (0),ع >1 فان (,ع) 77 عا (حیت (,ع) ٭ هو مدی 
الداله ,ع). ان الدعوی ,م صحيحة : وهدا یتضح ادا ول (1),ع اصغر عنصر في € . لتفوض الان أن ,م 
صحيحة » ولنعرف الدالة(),,,ع حيث أن الط لاه والکاي كي يكون ()) ہچ = = (1),,,وهو أن یکون1 + > وان 
يكون (1 + ):8 العنصر الأصغر فى (,8) ۰6-00سنترك للقارىء التأكد من أن كل شروط الدعوى ۴١١١‏ عحققة . 
وبالتالی » فان الدعوى ۳۸ صحيحة أا كان ه من 2 . 


سنعرف الان (5)م8 = (5)ع . عندئذ نكون قد عرفنا دالة ساحتها × ومداها(ع) 7محتوى فى © . ان 8 تتمته 
۱ ۱ 55 ۳ ۰ ۱ ۰ ۲ ی 
بالخاصه التالية : إذا كان ۶ >ز فان 80 > (زج . واذا كان © 16 و (ميع 16 من اجل عدد ما 8 من ل۸ فان 
وحدانية الداله ,ع . وي الحقيقة ۰ فإذا قصرنا الدالة ,ع على انحموعة(,...,1,2 ۰4 فاننا نجد دالة ها كل خواص الدالة 
بقع . لدا ؛ فادا كان ۷ >[ وجدنا 


8 [( = gD = (۷)بع > ([)يع‎ = gk) 
واذا کان (88 >1 و 166 فان (2),ع >1: وبالتالی » نجد استنادا إلى ۳۸ أن هنالك ۷ یت 68 وخیث‎ 
|  ع,)(‎ = )يع‎ = 0 


نستنتح ما سيق آن الداله م8 متاینة » اذللك آنه ادا کان (0)ع > (m)ع‏ فان م = مم ۰ سيب انه ادا کان ۲ >" 
و جدنا (ه)8 > gm(‏ . واذا کان ص > وحدنا gn) > gm)‏ ۰ وف كلا اما لتين لا کون (8)0 = دو ا : فان 
الدالة € N+‏ :ع غامرة . وفي الحقيقة » إذا ۸ تكن © كذلك + لكان 00*0 -6. لیکن م أصغر عنصر في 
(0-7)8©. عندئذ تكون المجموعة (2 > (8)1 : ۷ ) غير خالية ومنتبية » وبالتالي فلها عنصر أكبر ص . لكن و < (1 + جع . 
وهذا يعني أن 8 . ونكون بذلك قد وقعنا في تناقض . ادن ع دالة غامرة كذلك . وبذا يتم إثبات النظریة.ه 


ب المدخل الى التحلیل الرياضي 


4 -- نظرية 
ان محموعة الأعداد العادية الموجبة “© قابلة للعد اللامنتي . 
البرهان 
لنعرف الدالة ۸۷ -۳:] : بالدستور 3۳ 2۳ -( )۲ بفرض 10,8 عددين طبيعيين . ان ۴ دالة متباينة . 


وني الحقيفة . |ذا کان (4)۲-(۳) ۶ ؛حیث ‏ 4,ط,ه,0ة آعداد طبيعية » فان *3 2۳ = ”3 2۳مینرتب على ذلك أن 
ص و ۴ 0 1 ۱ 

مدص ذلك أنه لوکان م >5 لوجدنا *3 2۶۳۳ = ۰37 وهذا غير مکن لان الطرف الايسرفردي والايمن زوجي . ونجد 

بصو ره ماله از يا عکن أن يكون 0 P<‏ , ادنم - ص وبالتالي 7 - "3 . كذلك فان 0 = ۲۱ ذلك انه لو كان n< q‏ 

لو جد نا ۳ - [ وهذا ر کا لان [ < "3 . وید بصو رة مائله انه لا ڪن ال يكون 2 > . ادن 4 < ۱۱ . 
بالتا] ؛ فاننا ت ان 

و لي ل e‏ 111 
11 


۴1 د اس شيع Ba‏ ند م ب مت بر 
0 4 1 


اي ان f‏ داله متاننه . 
وادا لاحظنا أن :meN,neN-{0)}‏ "3 12 = ۸ محموعه جزئیه لا منبية من ل۰فاننا نستنتج استنادا إلى 
التمهيد السایق (۲:۶۹۳) أن ۸ جموعة قابله للعد اللامنتیی ۲ وهكذا 3 فال 1 تطبيق متباين وغامر ل *0 على احموعة شا 
القا بله اعد للامنتي : ادن مع ؛لي . لکن | ع هش . ادن ۷ < *0 استنادا الى ( ۲۸:۳ )ءوهر المطلوب 0 
۵ -- نتبحة 
من السهل التحقق من ان الدالة -© ع Q*‏ :۴ المحددة بالدستور ×= (×)۴ مشاننه وعاهرة : وبالتالي 1 فاد - ل) ع ) 
ولا كانت 02:۸ استنادا الى النظرية السابقة » فانه بترتب على کون الغلاقة < متعدية أن 0-2:۸»أي أن مجموعة 
الأعداد العادية السالبة قابلة للعد اللامنتى . 
5 نظرية 
إن مجموعة الأعداد العادية © قابلة للعد اللامنتی . 
البرهان 
وجدنا في (546.؟) أن 0-31 . ولا كان من السهل التحقق بأن ۵2-۱۷ » حيث م هی مجموعة 
الأعداد الصحيحة السالبة ء فاننا نستنتج استنادا إلى اتصاف العلاقة ‏ بالتعدي أن 0-2-۱۷ . وهذا يعنى وجود دالة 
-(ي) ع N‏ ل f:‏ متا دنه وعامرة 0 ولا کان N‏ = *) استنادا الى 10 > فثمة داله بل ع E: N‏ متبابنه وغامرة کدلك ۱ 
لنعرف الان الدالة © +2 :ط كما یل : 


( عندما -N‏ ۲6 ) 2 )] 
(عندما 0 = ×) 0 = h(x)‏ 
(عندما 5۱ ) )8 


من السهل التحقق من أن الدالة 0:20 متباينة وغامرة . وبالتالي » فان ۰022 ولا كان 22:۱۷ »کا سبق واثبتنا 
في (۲۰8).فاننا نستنتج أن 02:۱ ۰ أي أن محموعة الاعداد العادية © قابلة للعد اللامنتي . » 


الا عداد الحققة ۳ ۹ 


۵ -- الأعداد الحقيقية 


The Real Numbers 


عرفنا في (۲,۲۱) الأعداد الحقيقية ۴ بأنها حقل مرتب تام . وقد شرحنا في (۲۰۲) ماذا يعني الحقل الرتب 
وذلك بابراد مسلاته » التي اهلتنا لدراسة البنية الحبرية ل ۴ . 


وسنورد الآن الخاصة الميزة للأعداد الحقيقية عن الأعداد العادية . ويعبرعن هذه الخاصة بمسلمة القام : الى ل 
يدرك تماما دورها الفعال في علم التحليل الرباضی الا في أواخر القرن التاسع عشر . ويمكننا القول بكل ثقة بانه ما من نتيجة 
بارزة ي عل التحليل الرياضيء إلا وعتد جذورها إلى مسلمة العام . 

۱ مسلمة العام (مسلمة اليد الأعلى ) 
لكل حموعة حزئة غير خالبه ومحدودة من الاعل ف ۴ حد اعلى : 


تعن عل مسلمة العام مسلمه تقانلها للمحموعات امحدودة من الأدنى يدهأ ۴ النظربة التالية : 


۲ -- نظر ية 

لكل محموعة جزئية ۴ غير خالية ومحدودة من الأدنى في ۴ حد أدنى . 

الرهان 

لشكل المفموعة (۷ عنصر حاد من الادنی ل 8 : F={yeR‏ . ان ۴ غيرخالية لأن 8 محدودة من 
الادنی . كذلك ۰ فان ۴ حدودة من الاعلی بکل عنصر من 8 . لذا . نجد استنادا إلى مسلمة العام أن ۴ واه موجود . 
وهذا يعني أنه ایا کان ۷ من ۴ فان 500۳ > ر . ولا کان کل عنصر × من 8 حادا من الأعلى للمجموعة ۴ . فان 
۳۰و ايا كان × من 28 . وهذا يدل على ان ۳ pںو‏ عنصر حاد من الادنى للمجموعه ع . ولا كنا قد وجدنا أنه 


ايا كان ۷ .من ۳ فان اد > . فان sup F‏ هوالحد الأذنى ل E‏ ¢ اي أن supF = inf E‏ . 1 


سنورد الان نظرية تربط بين ۴ و ۱»وعکن استخلاصها من مسلمة العام . 
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7,6 نظرية (أرخميدس ) 


اذا كان × عددا حقيقيا موجبا فهنالك عدد طبيعي 8 ۰ نحيث يكون 8 >×. 


البرهان 


لفترض مؤقتا أن ۷ 11 ابا کان 11 ھن . إن هذا يعنى أن × محدودة من الأعلى بالعدد 1 واستنادا إلى 


۳ 


مسلمة العام : فإنه يوجد ل۸ حد أعلى ؛ أي أنه يوجد عدد حقيقي 2 . نحيث a=sup N‏ ق n‏ عددا طبيعياً 
ما . عندثذ ‏ لا بد آن یکون 1 +2 «لان × محموعة استقرائية) » وبالتالي ؛ 3 > 1 + , اي 8-1 > وهذا 
بعبى أن 2-1 عنصر حاد من الأعلى ل ۸ > الأمر الذي ينافي کون و حدا اعل ل N‏ . وبالتالي ‏ فالنظرية صحيحة . ه 


84 نتائج 


(۱) اذاكان × عددا حقيقيا » نحيث يكون ے >×>0 اباكان العدد الطبيعي م ؛ فان 0-» 
1 29 ٣د‏ ال ع 
البرهان 
لنفترض جدلا أن 0 ۶ . لا كان 0 < ۷ و 2 >» ابا کان و من × فإننا نستنتج أن ل >0 آیا کان ٩‏ من 


N‏ ولکان هنا مالفا نظرية میدس زط لان 0 < 1 رم ۰) ء فان النتيجة صحيحة . م 


(۲) اذا كان٤‏ >| ط-ه| . أيا كان العدد الموجب ءءفان 26 . 


الم‌هان 
اذا وضعنا ‏ = 6 فإننا : ستتتج أن ۳ 0<|a-b|<‏ آبا کان ممق ۷ . وبالتال . لحد استنادا إلى النتيجة 


السابقه أن 0 - ۱8-9۱ أي a=b‏ .ه 


(۳) اذا کان ,و عددین حقيقيين نحيث یکون ء+ه a>‏ . ابا کان العدد الوجب ع . فان 6 >8. 


الرهان 


للغترضن حدلا آن <2 . اذن 8-9<0 . وبالتالي جدء 2-0 = إطا-ه|. واستنادا الى النتيجة السابقة 
(۲) . نجد 8-6 . ونكون بذلك قد وقعنا في تناقض . اذن لا بد أن يكون 6 >2. ه 


الاعداد احققة 1 


هنالك نقيصة بي الأعداد العادية 0 عرفها رياضيو اليونان القديمة ؛ وكانت وا الرئيسي الذي ادی فیا بعد 
للتوصل الى الأعداد الحقيقية ۴ : فليس کل عدد موجب في © له جذر تربيعي » ٠‏ أي أنه ادا کان 8 عددا عاديا موجما 


ما » فليس من الضروری آن نجد دوما عددا عاديا × نحيث =a‏ *× . وعلى سبيل الال » لنفترض 2 -8 . ولنقبل جدلا 
وجود عدد × في © بحيث 2- × . عندئذ یکون لل = ×ءحیث 2,4 عددان صحیحان غير زوجيين معا (لأنه لوکان 
8 زوجبين,فن المکن اختصار الك وتحویله إلى کسر صورته وسطه غير زوجيين معا) . عندئذ يكون 202 - غم 

وهذا يعني أن :5 ۰ وبالتالي ص » عدد زوجي ۰ أي /2-م . وعندها يكون”24 -462 -*هالأمر الذي بقتضی کون 
<< 3ن ع اي کون ۾ عددا تسیا ٠‏ وبالتالي » فان 0 عدد زوجي 1 وهذا يناي افتراضنا بان 2:4 غير زوحين معا . 


وتبين النظرية الآنية أن الأعداد الحقيقية ۴ خالية من هذا العيب » الذي اتسمت به . 
06 نظرية 


ابا کان العدد الحميق الو حب 8 ¢ فو حد عيدد حص مواخضا )× ي نحيث يكون ۾ = 2 . 
ابرهان 


لنأخذ | المجموعة (2 > 0,۶ << : ۳ع۲) = .ان عع لان 08 كذلك ۰ فان 8 محدودة من الأعلى : 
ذلك ۽ أنه في احالة 5 >1 نحل أنه ادا كان ( >ة فان ۷۶  2>‏ وانه في الحالة 1 > 2 نحد انه اذا كان ,>1 فان 
2 > >3. لنرمز ر * لهذا الحد الأعلىء أي ۳۲ sup‏ = × » وسنثيت أن = *×. إن 0 <×» ذلك أنه في الحالة 2 >1 جد 
2 ۰۶ « وبالتالي 2 1 « وي الحالة 1 »8 نحد 2 > 2۶ وبالتالي ۳۰ 


لیکن £٤‏ عددا موحبا نحيث *>0>4# , علدئة بکون ع + > >ع - >0. ويكون بالتالي 
2( +) >تير >( -×) . لذاء فان 8عع-« في حين 85 4ع + ×. وينتج من هذا آن 7( + ) >3 > 2( )x-‏ . تعن 
على هذه المتراجحات ومن المتراجحات السابقة لما ان 

(xX + (2 -)-‏ > 3 تير > 6(2 +1)- ةلع -ع) 
اي AXE > 22 -3> AXE‏ = . 
وهذ: يعني أن »يه >|2- :| . واستنادا إلى النتيجة (۲) من (۲,۵4) نجد 2۸-2 . » 


من أهم النتائج المترتبة على نظرية أرخميدس » تلك التعلقة بخواص «الكثافة» في ۸ ۰ الأمر الذي تقرره 
النظرية التالية . 
۲,۹ نظرية 


ان الأعداد العادية © كثيفة في 2 معنى أنه ادا کان ۱۷ عددين حميقيين حي ۲۷ . فهنالك عدد عادي 
١‏ حصور یپا ۰ اي أنه بو جد ۲ من 4 نحي ۷ > ۲۷ > ۸ . 
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البرهان 


(1) لتفترض أولاً 0<× . عندئذ بوجد عدد 8 من ۸ محيث يكون ×> > ذلك ان نظرية 
د بكذلك > فهنالك عدد ص من × نيت 





ارخمیدس تقرر وجود عدد ۵ من ۱ بحيث یکون م > سل 
یکون 7 لان نظر به أرخميدس تحكم بوجود im‏ یت Mm‏ > ۷۲ . ن المجموعة 
E = ۷: =‏ ليست خالبه . لذا » نجد استنادا الى نظرية الترتيب emad‏ أن ثمة عنصرا 
اصفر ل ۴ نرمز له ب 8 . لذاء فان <y<P‏ لص . لكن لدينا أيضاً 


XN 1-9-2 53 E 
1 11 


إذن و > لظ >.. وبالتاليي » فان 1ط عدد عادي بحقتق متطلبات النظرية . 


(11 ) لتفترض الآن 0=× . عندئذ بكون ر y>‏ <0 . واستنادا الى الحالة السابقة (1) نجد أن ثمة عددا 


عاديا ۲ میت یکون ( >۷>۷ > - 0. 


للذذ) لنفترض أخيراً 0 >× . عندئذ » اما أن يكون >0 >* . وفي هذه الحالة يكون العدد 0 هو العدد 
العادي المطلوب » أو يكون |:| >۱۷۱ ۰ وعندها نجد استنادا الى الحالة (1) أن ثمة عددا عادیاً ۷ محیث 


۲۶۱ اي ۲ >7- >». 9 


سنمين را آن محموعه الأعداد غير العادية كثيفة في 8. 


617 نظرية 


إن الأعداد غير العادية كثيفة في ۸ ۰ ععنی أنه اذا كان لد عددين حقيقيين محیث ‏ ۷ >×ءفیوجد عدد غير 
عادي و خحت ا>5ة><. 


البرهان 


نحكم اعتاداً على (07 () بوجود عدد عادي « بحيث 9 >> . یکن الآن أن نثبت مقدرتنا على إيحاد عدد 
غير عادي ¢ کت يكون ۷ - e‏ لأنه عندید ‏ یکون + ۷ - 5 هو العدد غير العادي المطلوب . و تعبارة 
أخرى » فيكنى إثبات أنه إذا كان 2 أي عدد حفيق موجب » فيمكن امجاد عدد غير عادي + محيث يكون 2 > >0 . 


الأعداد الحققة ۷ 


وني الحقيقة . فإنه بترتب على نظرية أرخميدس أن هنالك عددا طبيعيا « ۰ بحيث يكون م > ۷2 . وبالتالي » فان 
۳ 
نجد آن العدد غير العادي المطلوب أ هو 2 لآن CENT‏ وی ات 
۳ 11 


۸ - القثیل العشري للاعداد الحقيقية 


يبرهن في بحث السلاسل الحقيقية أن لكل عدد حقيني × صيغة عشرية من الشکل ... ,3,8,...83.:ة + = × 
حيث ۸ اما 0 أوعدد طبيعي ,وحیث کل من a;‏ هو احد الأعداد الصحيحة من 0 الى 9 . وما الصبغة العشرية 
۰ الا رمز « للسلسله غير المنتبية» . 


AGEN Ho بو ساف‎ 
10 12 10" 


ا کت نل اويا البق کن او د اة کات ۾ اء فاق عا ت و اه 
4 7 3 ول ولاو سین ۰ 


اساسها 1 » ویکون « محموعها ! 4 
10 9 ۱ 
1" 


فادا كان 3-9 فيكون مجموع هذه السلسلة 1 . وهدا, بعنی أن للعدد واحد عشلن عشريين اثنين » اي أن 
...0.999-...1-1.000. وبوجه أعم . فإذا كان لعدد تمثيل عشري ينتي بأصفار مثل 0.25000= + 
فانه عکن ایراد ۳ عشري له ينت بتسعات بدلاً من الأصفار شريطة إنقاص آخر عدد عشري واحدا . وهكذا : 
فان 0.24999- 2 . وفيا عدا هذه الحالة > فان لكل عدد حقيق تمثيلاً عشرياً وحيداً . 


هذا » ويبرهن أنه يمكن التفريق بين الأعداد العادية وغير العادية عن طريق العثيل العشري : فالأعداد العادية هي 
تلك التي ها مثيل عشري دوري : فلا 


1 _ 0.1249 , 


ÛL _ 0142857 , 
8 7 س‎ 


چ من المثيل العشري 1 الذى وضعنا ا غيطا اا التکر ر بلا تناه ۱ آما العدد غير العادي فليس في 
تمثيله العشري جزء متکرر . 


ثمة فرق ذو طبيعة آحری بين مجموعة الأعداد العادية © ومجموعة الأعداد الحقيقية ۴ . وهذا الفرق بتعلق بقابلة 
العد . فيي حين عن انتا أن © قائلة للعد : ننشت أن 9 لت كلك 
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۹ نظرية 
ان محموعة الأعداد الحقيقية 62 غير قابلة للعد . 
الرهان 


لنفترض جدلاً أن © قابلة للعد . لما كانت © لا منتبية ۰ فإنها قابلة للعد اللامنتيي . ولا كانت 
1۱ > >2۶۴:0) = ۸ محموعة جزئية لا منتبية من ۴ ۰ فاننا نستنتج من 8٩۳(‏ ۰) أنه قابلة للعد اللامنتي . وهذا 
بعي أن عة alla‏ شرع ۳ : ] مشأينه وغامرة . وبعمارة احری : فانا ستنتج أن هنا لك متوالبه lan}, ne N‏ نگل 
عناصرها کل انحموعة ۸ . سنبین استحالة هذا الامر > وذلك بإيحاد عدد حقیق بي ۸ لا بشکل آیا من عناصر هذه 
المتوالية . لنکتب کل عنصر ,2 بصيغته العشربة 

a, = Û. -وولاد مور‎ - ۰ 

سا , 5 e‏ 
حيف کل من .4 هو احد الاعداد الصحيحة 0,1,2,...,9 . لتاخذ العدد الحقيق و ذا الصيغة العشربة 
O0.b, . . :‏ تک 1 5 حت 

1 ( ann, #1 عندما‎ ( 


= پا 
( عندهما 1 = ann‏ ( 2 


نلاحظ عندئد ) انه لا هکن لأي عنصر من المتوالية ۷۷ {a,},‏ آن بساوي وب لأن ر يختلف عن ,3 ي رشه 
العشري الأول ؛ وعن يه في رقه العشري الثاني ۰ ... » وعن مه في رقه العشري ذي الترتيب 8 . (هذا ولا يمكن 
لوضم ممائل لکون .. ۰۰ = ,8 و ...۷<20.2000_ آن حدث»بسب الطريقة الي اخترنا بها ۸ ) وعا أن 
1 ۷ >0 فاننا نكون قد یتنا صحة النظرية . a‏ 


۲۱ تعريض ( احالات) 


يعرف الحا 1 بأنه حموعه حزئية من ۳ ۰ یٹ أنه ادا كان 1 x,y‏ ' فان اي عدد حفيق 2 فق الشرط 
17 >2 >» 4لا بد آن يتدمي إلى 1 كذلك . وتبين مسلمة العام (9۱, )١‏ ونتبجتها (۲,۵۲) أن لکل محال دود من الاعل 
حدا أعل 5 ٠‏ وأن لكل محال محدود . من الادتی حدا آدنی 2 . تسمى النقطتان طرة طري امحال 1 ۰ بغض النظر عا 
إذا كان طبه متمیّن إلى الحال أم لا . وتسمى نقاط الحال الأخرى نقاطاً داخلية له . وسنميز فما بلي ا 
امحالات 


(» امال المغلق 


[a,b] = ! ۳0 : > x < (ط‎ 


() اغيال المفتوح : 


[8,9] = {xeR:a< x< b} 


لا عداد اه ۹ 


وزز) انال نصف الفتوح من الأيسر (أو نصف المغلق من الأيمن) : 
م x<‏ > :۳ | = [2,9[ 


(«:) احا نصف الفتوح من الأيمن (آو نصف المغلق من الابس : 
{xeR:a< x< b }‏ = ]هبو | 
هذا . واذا كان ط-2 . فانه يقال عن احالات الأربعة السابقة انبا منحطة + فى هذه الحالة . يكون 
احال المغلق مؤلفا من نقطة واحدة . اي (4 = [طبة ] . في حين تكون امحالات الثلاثة الباقية خالية . 
وستفترض دوماً . أن االات خر منحطة ما ۸ ننص عل خلاف دلق . 


ان انحالات الاربعة . الى عرفناها فيا سبق تسمی محدودة . الا أن ثمة محالات أخرى تدعى محالات غير محدودة 


[ a, + أده‎ - {xeR:xz a} ۳ اه + رو[‎ = {xeR:x> a} 
[-,2[ = 6۳ :* > a} 1 [  هرهإ‎ - {xeR:x< له‎ 
.[ - كذلك فاننا نرمز أحيانا ل ۴ بالشكل ]هه + ,مه‎ 
تسمی احالات غير احدودة ]-ه +بع[ و ]8,ه- [ و]ه+,ه- [ محالات مفتوحة . في حين يقال على احالین‎ 
. اه +,2] و [2,هه- [ انبا مغلقان . وسندرك سبب ذلك عند دراستنا للفضاءات المتربة في الفصل الثالث‎ 


1 الاشارة الى أن +4 و ضوح شما جرد رهر بن است‌خد متاقيا رت على اعات غير احدودة 1 ولا خ خا 


حوال اعتبارهما عددین حفيقيم حقیقیین . وساوسم ف بند لاحل الصوعة 8 ۰ یت صم هذان الر مزان . وحتى دلك 
53 ؛رتوجب اعتبارهدین ی غريبين عن ۲ . 


۲ -- نظربه ر احالات المتداخلة ) 


لتكن ۸6۸١‏ ,(,1] متوالية من الحالات الغلقة احدودة في ۸ محيث .1 ع,..1 أبأكان ۾ من N‏ . عندئد 
Nl, #۶ @‏ 


البرهان : 


للفترض [مطرمة] = ما . عندئذهء یکون ,9 > با > روية > برد انا کان 8 يد لب لت 
6۱۷۱ : ,۵ ) =۸ .من الواضح ح أن هذه انحموعة غير خالية.وان کل عنصر ,0 ایا كان م من ۲۷ هو عنصر حاد من 
الأعلى للمجموعة ۸ . إذن نجد استنادا إلى مسلمة القام (۲,۵۱) وجود حد أعلى ل ۸ > أي أن هنالك عددا حقيقيا 
1 . نحيث ۸ 2-908 اء ومن الواضح أن ,رط > × > مج . وبالتالي . ۰ فان ,1 ۷ ابا کان 8 من N‏ > اي ان 


6 ١ مسقا‎ C EEF 
5 وهدا بعي ل زا ۶ م1‎ 1 En ۳ 


4 المدخل الى التحليل الرياضي 


هذا ولا تصح النظرية بالضرورة عندما تكون احالات المتداخلة غير مغلقة أو غير حدودة . وعلى سبيل الثال » فان 
لتوالية احالات المفتوحة 5626 , (]2011-4,0 تقاطعاً خالياً ‏ © - ]2,0 - [ © » كا أن لمتوالية المحالات 


الغلقة غير احدودة ٨‏ ع م١‏ (] مه , لت ] ) تقاطعا خاليا أيضا . 


عند تعريفنا للمجالات غير المحدودة استعملنا الرمزين »+ وده-دون أن تعرفها . وسنقوم الآن بتعريف © + و 
ساسع من خللال ما بسي کوسم مجموعة الاعداد الحقيقية . 


۳ = تعریف (موسع ۳ ) 


لنأحذ شيثين/نرمز ما ب هه وه +ءونسمییا نقطتین «مثاليتين» أو « ناقص لا نهاية» و«زائد لا نهاية» على 
ازتيب » ولنشکل المجموعة ( + ,هه- إلا © - 8۴ . يعرف مُوسع الأعداد الحقيقية بانه احموعة ۶ الزودة بعمليى 
جمع وضرب وبعلاقة ترتيب كلي بحيث تتحقق السلات الثلائة عشرة الواردة في (۲,۲۱) عندما نکون ۷,2« في ۴ . 
ونحيث تتحقق السلات الاضافة التالبه : 


() أبأكان × من © فان 
مه + = + (ص +) = (هه + )+ 
مه = +X‏ (00 - ) = )0 )+ 
مه - = (هه + )- 1 
مه + = (0- )=× 


مر لخد _ » 
اله وه 


س 


۳( ایا کان العدد ا حصي الو جب × فال 
(۳) أيأكان العدد الحقيق السالب × فان 
6 + = (هه- ) و ته = (هه + )۸ 


ی 


(5) 


مه + ے (مه)(مه -) (مه + )(هه  )+‏ (هه + )+ رمه + ) 


مه = (صه - )(هه + ) ے (هه )+ زمه -) 


)6( ابا کان العدد امین £ فان 55 +4 > 1 > ته 


الأعداد الحقيقية ۷١‏ 
45 تعريف ( الحوارات ) 


يكن ب عددا حقيقما تقو عن کل با ترح ورد أو غير محدود ) نحوي ,× إنه جوار ل .× ۰ أوكرة 
مفتوحة حوي ,× . واذا کان م» واقعا في منتصف محال ممشوح ( ومحدود ) > قلنا عن هذا احال ‏ إنه كرة مفتوحة مركزها 
× . ويسمى كل محال مفتوح من الشكل ]©»+,8[ . حيث (ه-إلا©6عة > جواراً ل +( أوكرة مفتوحة 
مرکزها هه + ) . کذلك فکل محال مفتوح من العط | ۰,۵ - [ + حيث ( + )ل۴۸ ٤ھ‏ يسمى جوارا ل - ( أوكرة 
مفتوحة مرکزها مه -) . وعل سبيل الثال . فان ]0,3[ و ]1,5 - [ جواران للعدد 1 . کذلك > فان كلا من 
| +,3- [ و ]+۷2[ جوارله+. ما کل من ]0,-[ و [7,-] فیشکل جواراً ل . وأخيراً > فان 
| + ,هه -[ = #یشکل جوارا لأي عدد حقيق و مه - ول ه +. 


الاحظ أن هنالك خلافاً جوهريا . بين جوار العدد الحقيي م۲ وجوار» + أو مه -. ذلك أن اي جوار للعدد الحقيتي × 
غيب أن وف »× کعنصر منه . ما + فلا يتمي إلى اي جوار ز مه + > کدلك فلا بنتمی هه - الى اي جوار ل مه-. 


وني الختام نری" تحذير القارىء من الوقوع في شرك اعتبارهه + أو - عددين حقيقيين . كذلك : فان المجموعة 
الموسعة R*‏ ۰ الي زودناها بعمليي الجمع والضرب و رعلا قه التب ب الكليءلا تحمق کل السلات ااعلاات عشرة الي 
اوردناها في (۲:۲۱) ۰ والی تعدد البنية الحبرية للأعداد الحقيقية © . 


۷ الدعل الى التحليل الرياضي 


السلات الحيرية للاعداد الحقيقية 


)٩ ۰-۷‏ 
ادا كان ۲,۷ عددين ححتفيقيين لحي 0= xy‏ فان 0=× او 0< . 


(۲-۲) 
اذا كان زب عددین حقيقيين . نحيث ۷0 فان #0 و0 ر ۰ کا ان “× “(ر×). 


(۲- ۳) 
اذا کان «,* عددين حقيقيين ؛ فان الدعاوى الأر بع التالية متكافئة : 
 -‏ >0 و خ- > و 0>آ- و > 
برهن کذلك تکافوء الدعاوی هده ‏ عندما نستدل بالعلاقة > العلاقة > . 


(4-۲) 
ادا كانت ولا د Xs Yur Xa‏ أعدادا حققية › یت ولا > ولا و ۰ > x,‏ »فان ولا + رلا > ولا + رلا . ونعر عن 
هذا ۰ بانه يمكن جمع متراجحين لها نفس الاتجاه . بيّن أنه في الحالة العامة » لا يترتب على ولا > رو ولا > ,* 
ان یکون ولا - لا > ولا- ×. 


(۵-۲) 
ادا كان ۷ عددین حقیقیین » محيث ۲۷ »وکان 2 عددا حمیقبا "موجیاءفان 2۷2 و 
> . اما اذا کان 2 عددا حققا سانا فان ور دهد و لاد 
2 2 3 ۰ 0 
5 -68) 
اذا كان لا عددين حفیفیین ۰ میت ۷ >< > 0 ۰ فان “× >« لز >0. . 


(۳--۷) 
اذا کان ۾ عددا حقيقياً موجباً » فان الدعاوی التالية متكافة : 
|x| < a )۷‏ .۰ (1) 9 > 8 - 


x< a? (iV) ۰-2 8۵ و‎ 2 a ) 


الأعداد الحقيقية ۷۳ 


)۸ - f) 
: فان الدعاوی التالية متکافثة‎ ٠ اذا کان ×4 عددین حقيقيين » بحيث 0 <ه‎ 


x> تع‎ (ji) « x>a ای‎ x< -a (i) ود‎ (D 


9 -4) 
5 كان العددان الحقيقيان لا,»د ۰ فان إن + || > ×| > | زو ||| 
(إستخدم لحل هدا العرين العلاقات التالية بعد إثباتها : 
دب + || 2 |x| + || J)  x*+‏ ) > 2((ج) = ۷۶+ 2۷+ ) 


الأعداد الطبيعية والصحيحة والعادية 


۱۰-0 
لتكن ۸۵ محموعة جزئية من 88 . محیث ۸ع1 ۰ وحبث أنه اذا كان دا ليها ماع 
فان کون ۱۱۶۸ >3 >1 :0) بقتضی أن یکون ۸+16۸ . برهن أن ۲۷ = ۸ . 


(۲ - ۲۱) 
رهن أنه ۽ أيا كان ه من 81 ۰ فان : 
+m = n(n + 1(2n+ 1) ()‏ ...+32 +22 +[ 
)11( 2(م + . . . +2 +1) = +n‏ ...+3 + د2 + د[ 


ون 2 + )+ *(1 +ه)+س. قابل للقسمة على 9 . 
Aa nı (iv‏ + رلم +[ 2 "رط + [ ) 3 ( حت 0 h2‏ ( 


)1< بوم > ۳( -1) ۰ (حث 0 <ط‎ aD h* (vw) 


(۲—۲) 
أثبت عدم وجود عدد عادي × » نحيث 3= *× . وبوجه عام » اثبت انه إذا کان م عددا طبيعيا اوليا . 
فلا وجود لعدد عادي × . میت 22 *< . 


4 الدعل الى التحلیل الرياضي 


(۱۳-۲) 
ین أنه إذا كان × عددا عاديا مغایرا للصفر » وکان ‏ عدداً غير عادي ‏ فان کلاً من + و 7 عدد 
غير عادي ۰ 
5 -4) 
لتكن 0,6,4, آعدادا عادية » و × عدداً غير عادي . بين أن 2+9 غير عادي في الحالة العامة . متی 
۱ ۱ ۱ ۰ ۳ . 
عيدث استتناء لذلك ۴ 7 
)١6©-5‏ 
ليخن تام عددين طبيعيين . بسن أن V2‏ بقع فيا بق العذدین 8 و 3+2 اي من هذین 
a+b b‏ 0 
اقرب الى ۱۷/2 ؟ 
57-5 
برهن انه 3 ادا كان دی عددین صصح ؛ فان ۷ ۰ و ۷ عددان صححان كذلك : 
(۲- ۱۷) ۱ 
برهن أنه اذا كان لا عددين صحصحيی ۰ ىث ۷ * 1 با فهنالك عدد طبيعي 2 حت 2+2 ۷ . 
(۱۸-۲) 
برهن أنه اذا كان (, عددین صحبحین » نحيث ۷<0 ۰ فهنالك عدد طبيعي 2 »كىت ۷2 > . 


)١14- 5‏ 
لیکن 7 ولنفترض أن k> m}‏ : 2ع ) =2 برهن أنه بنتج عن میدأ الاستقراء الرياضى ما يل 5 
كانت المجموعة الحزئية 24 من س2 : اذا کان 5614 ۰ ونتج من کون 26۸4 أن ۱ + . فان 
M = Zn‏ . 


لكك 
بين أن المجموعة 2 في القرين السابق (18) مرتبة جيدا . 


قابلية العد 


1١-5 
. برهن أن اي محالین مغلقين غير منحطین [۵ع] و [9,ع] متکافتان‎ 


الأعداد الحقيفية Vo‏ 


۰-۲ ۲۲) 
بين أن محموعة الأعداد الحقيقية 8 تکافی» محموعة الأعداد الحقيقية الوجية 8۰ . 
( استخدم الدالة +8 + ۴:۸ المحددة بالدستور × م×م=(»)۴ ) 


(۲--۲۳) ظ 
بين أن انحموعة 82 تكافىء احال المفتوح کر - | 
FF, 5‏ ۳ 
(إستخدم الدالة | -[ج ۳ :] المحددة بالدستور × ۸۳۵۱۵0 = f)‏ ) . 
(4-5؟) 


لتكن ٠٤١‏ ,(,4] متوالية من احموعات ,۸ حيث ,هم حموعة قابلة للعد اللامنتی أيأكان ه من ١‏ 
وحيث © = سه ۵ ,۸ آبا كان العددان المختلفان ,ه من N‏ . برهن أن ,0۸ مجموعة قابلة للعد 
ل كه 
اللامنتي : اثبت اننا جد النتيجة نفسها » حتى ولو لم يتحقق الشرط الاخیر» اي لول تكن الحموعات مه 
و 1" مثلى 


ولق 
اذا کان ,۶8 ,۸۵ و و رخ ء وكان © = يف ۸,0 و 0 = ,8 8,0 فان ي8 نارظع رى نارق . 


۲۹-۲ 
سن أن جموعة الأعداد الحفقة ۲ تكايء الخال ]10:1 
( برهن اولا أن أي محالين مفتوحين متکافتان . ثم أفد من العرين (۲۳)) . 


(۲- ۲۷) 
ات ان 0:11 [0,1] . (استخدم الدالة  :]0,1[-[0,1]‏ انحددة بالدستور 


(عندما صع< ۶ و ...0,1,2 ده ) ۳ 
2 1+ لي 

(XK) = 
۷ ( x (عندما‎ 


۰-۲ ۲۸) 
برهن أن الحداء الديكارتي محموعتين قابلتين للعد » هو محموعة قابلة للعد . 


5 ۲۹) 
برهن أن محموعة كل انحموعات الحزئية المنتبية من ۷ ۰ هي مجموعة قابلة للعد . 


۷۹1 الدخل الى التحليل الرياضي 
الأعداد الحقيقية 


(۲ — ۳( 
أوجد الحد الأعلى والحد الأدنى لكل من المجموعات الحزثية التالية في 8 : 
 {x:-1<x<3‏ و {x:-1<x<3‏ و (x:-1<x<3}‏ 


}5 > :ع ) و {x:x<5}‏ و {xix>5}‏ و {x:-1<x<3}‏ 


5 _— ۳۱( 
بين انه لا يمكن أن يوجد مجموعة جزئية من ۴ أكثر من حد أعلى واحد وحد أدنى واحد . 


— 
التكن ۸ مجموعة جزئية من ۴ برهن أن الشرط اللازم والكافي كي يكون 4 هناة - 0 هو أن يكون ا عنصراً 
حاداً من الأعلى ل A‏ وأن يقابل كل عدد موحب ع عنصر 8 من ےھ › تخت مكيف b-e<asb‏ . 
توصل الى صياغة ممائلة للحد الأدنى » وأوجد خاصة مميزة مماثلة له . 


7= 
لتكن ۸ عموعة جزئية من ۴ غير خالية وحدودة » وليكن 8۸ و 842 . أثبت أن : 
inf A » SupA > sup B‏ > ظ inf‏ 


( بت ۲۲ 
تكن ۸ محموعة جزئية من ۸ . آوجد الشروط اللازمة والكافية كي یکون ۸ ۶م:- ۸۵ صن 


۱ ۳۵-۲ 
لتكن 8ه محموعتین جزئیتین محدودتين في ۴ . برهن ان‎ 
sup(AU B) = max { sup ۸ , sup B} 
inf (AU B) = min{ inf A, inf B} 
۳۱-0 


(أفد من العرين رقم (۳۱)) . 


الأعيداد اة "A"‏ 


0 -۳۷) 
ات وحود محجموعة لا منتبية من الاعداد لعادیه » ومجموعة لا منسة احری ص الأعداد غير العادیه » بين 
العددین احششین تاره » حت. >8 . 

)۳۸-- ٩( 
برهن ان محموعة الاعداد غير العادية كثيفة في محموعة الاعداد العادية بالطريقة التالية : إذاكان 5,ب‎ 
1 عددين عادبين 3 ست 5 > ۷ 6 فان العدد غير العادي ( = 1()5 -2 ۷) + ۷ 7 حصور سپ‎ 

(۲ س۳۹ 
بسن E‏ نظر به ارخخمیدمن (۲:۵۳) تكافيء الدعوی التالمة > ایا كان العددان الحقيقيان الوجبان X,Y‏ + 
و عدد طبيعي 11 » ميث کون X< ny‏ „ 

4۰-0 


.(n— 1(۷ > x< ۷ 


(خذ احموعة ( صر >< :لاع 0:) . طبق (۳۹) لتضمن عدم خلو هذه احموعة ‏ ثم أفد من الترتیب الحيد لأي مجموعة 
جزئیه من ۱۷ (۲:۳۹۵)) . 


(۷ تسد 6۱) 
برهن أنه اذا کان × عدداً حقيقيا ما > فهنالك عدد صحيح 2 میت ۸۰ >× > 0-1 لعن المکن الاإفادة من 
نظر به ۳۰ (۲:۵۲) ومن نظر به الترتب اد (۲:۳۹۵) . ويمكن اسول عن مراب بصورة 8 أسرع 
باستخدام السالة (۳۹) > مع ملاحظة أن م“ کان هنالك عدداً طبیعیاً في حين أنه هنا عدد صحيح ( 


با 


(۲"-- 8۲) 
ليكن 8 عددا حقیقیا و 1 محموعة غير خالية محتواة في احال مه + ,و[ حفق الخاصة التالية : «اذا کان 
ye1‏ و ۷ >*>2 فان 61× . برهن أن 1 عندئذ هو اما انحال ]هه +2[ ء أو واحد من 

احالین ]18:9 و [ط5,ة[ . حيث 9 >2 . 


(لا بد لحل هذه السالة ‏ من تطبیق مسلمة عام ۶ (۲,۵۱).) 


۷۸ المدخل الى التحلیل الرياضي 


۱ -ت £۳( 
برهن على أن الشرط اللازم والكافي کی تکون محموعة ما 1 مالا( محدودا او غير حدود او منحطا ) هو ان تتمتع 
1 بالخاصة التالية : «اذا كان ولا وملا عنصرين من 1»وکان × عنصرا حمق الشرط رر > > رلا ء فان 
[ 26 . (أفد من المسألة السابقه ))£١(‏ . 
(۲ -- 86) ۱ : 
استنتج من السالة السابقه (4۲) ان تقاطع اي جاعه غير خالیه من احالات لابد وان يكون مالا( قد یکون 
ت 
(۲۳- 8۵) 
اليك صحه مم اححه مینکوفسکي ( Minkowski‏ ) التالية : 
a) 5 2 bı)‏ 3 اک( + (a,‏ [ 
k=] :‏ ل سكا 
یه ا و به أعرادسفقة فرمالة. 
(من المکن الإفادة من متراجحة کوشی -- بونیکوفسکي (۰)۳:۱۶.) 
45-5) 


أورد برهاناً على نظرية ديديكند ( 06۵610۵ ) ۰ الني ينص عليا کا بلي : 
لتكن ۸4,8 محموعتين جزئيتين من ۴ تحققان الشروط الثلاثة التالية : 
(i)‏ 6 8 اه 
(ii)‏ ۲ ۵60۶ ۶ 
(ونز) ادا كان 4٤ھ‏ و 68 فان ۲ 2 . 
عندئذ ء هنالك عدد حقيق © ۰ منت انه ادا كان ۾ <× فان 8ع« ء واذا کان ۾ > فان 64× . 
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0 توبولوجيا القضاءات المترية 


Topology of Metric Spaces 


عندما کان کانتور u Cantor ١‏ 8 معرص تقصي حاص احموعات الخزئية م الف > ت الا فسادية . رای ضرورة ايراد 
مفهوم للمسافة بن نقاط کل من هذه الفضاءات . وقد التزم بافکار کانتور وطورها عدد من ابرز رياضيى المدرسة الابطالية 
ف ذلك الحين ٠‏ باني 5 مقد میم اسكولي ١‏ زامءعكه ؛ وفولتيراء Volterra‏ ۱ وارز ز یلا ۰ ١ Arzela‏ . وقد توج 
هذه الحهود الرياضي | الفرنسي فريشيه ۱ 8 ۴ ١‏ . حين توصل من خلال اطروحته للحصول على درجه الدكتوراة عام 
5م الى ما بسمی البوم بالفضاء المتري . وما الفضاء اي الا مجموعة عناص‌ها كيفية (قد تکون قاطا أو منحنیات 5 
دوال أو 5235 او متواليات الخ ... ) . وهده احموعة مزودة عفهومٍ للمسافه بين عناص ها منم لد اسه تقارت 
التواليات فيا واستمرار الدوال رف عليها . 


۱ -- الفضاءات الترية والفضاءات المنظمة 


Metric and Normed Spaces 


۱ تعريف 


لتكن × مجموعة ما . ولتكن 0 دالة حقيقية معرفة على ××× تحقق الشروط التالية : 

)۱( أب کان العنصران ۷ من × . فان 0 * (لإ,عا)2 . 

)۳۲( الشرط اللازم والكافي كي يكون 0= ((,:)2 هو أن یکون =× . 

)۳( با کان العنصران ,× من × . فان («,/ز)2 > (ر,×)5 . (خاصه التناظر ) . 

) آبا كانت العناصر 2× من × » فان (2,») 5 < ( 6,2 © +( رر») 5 . (متراجحة المثلث‎ )٤( 
عندئذ يقال إن 8 مترك أو دالة مسافة على × ۰ کا يقال عن الثنائية المؤلفة من المجموعة × ومن‎ 
. ),2( امرك دا انبا فضاء متري . وسترمز له ب‎ 


۷۹ 


ل 


لتكن × محموعة ما . ولنعرف الدالة ۸ +ع ×× :2 على النحو التالي : 

(عندما ۷ع<ر ) 0 

(عندما ۷۷۷ ) ۱ 

عکن التحقق بسهولة من إن 5 مترك على × . يسمى (] بالمترك المنقطع ٠‏ ويطلق على الفضاء التري ر 27,2 ) 
في هذه الحالة اسم الفضاء المنقطع او فضاء النقاط المنعرلة . 


D(x,y) = 


۴۳ - فال 


تک 1 مموعة الاعداد الحميمية . ولتعرف الدالة ۸R × ۸ +R‏ :0 بالدسترر إلر-x×|‏ = D)xy(‏ . م 


السهل التحقق بان 1 تشكل متركا على 8 . بسمی هذا المترك مره القيمة المطلقة أو المرك الا لوف ؛ ویدعی الفضاء 
المؤلف من المحموعة ۸ المزودة بالمترك المالوف الفضاء الحقيق الالوف . وسترمز له ب © . 


41 فتاك 
لتأخذ انحموعة "۸ ء اي محموعة الرتبات 8 من الاعداد الحقيقية . 8 عدد صحيح موجب . لنعرف 
الدالة 8 + R" xR"‏ :0 الدستور ٠ D(x,y) = ]5 teg‏ سین 
3 
رنه لا لو یی )مج 
من لراش ان ظ قر شروط الاك الثلائة الأول . اتات أن 23 قى الشرط الاخیر (متراجحة ثلث ) . يتبغي 


ان الاحظ هس شا اره اذا كانت لدينا الا عرد اد بر( , 9 ۹ , 8 مرق - ۳ 3 فال 


0*6 E ZE اروت زابه)‎ - E 2 رطم‎ + 2 2 4b =2 2 2Z abab 


۱ دار 1 2 ادر ۶1 ] 1 زر ود 


3 


- 3 a 2 9 4 2 a, 2 ر ْم‎ 2 a,b, 2 3, 9 
> 1 5 = 2 [1 دع‎ 1 i لاع‎ 


5 2 a; 2 b; 1 2 a; 2 ۳ 2 ۳ a,b 2 4, 5 


2E a Ab - 22 Bb) 
ةر‎ = / ۶ 1 = | 


تویولوحیا الفضاءات المترية ۸۱ 


ويترتب على هذه التراجحة أن اط ۶ اه * > a,b)‏ 2 ) 
و عدر ا لصرفين جد ال اجحة الساة التالية بمتراجحة كوشي - بونيكوفسكي : 


| 2 a,b,| <| 2 a; | ۳2 0 


وهکذا .دا كانت (.2.....ة) < و ولاك نوو لاع تا ۲ TA‏ زک 
اية ثلاثة عناصر من 84 فان 


] D(x,y) + D(y,2 [* = 


هر - ۷( 3 .)¥= (x,‏ د 2ج هو چم 3 | ۶ 


(,2 - ,¥ )زلا - ۷) 2 2 +202 -,۷) 2 4 نز - (x‏ 2 ج 


|| 


2 ] *[(2-,۷)+(۷-با)‎ - 2 (x -2) = 0 (x,2) 


وبالتاني . فان (0)×,2 < (00۷,2 + ,5)x,y(‏ 


يسمى هذا الك بالمترك المألوف 5 امرك الاقليدي ) على "2 . کا يسمى الفضاء المشكل من "۸ الرودة بالمترك المألوف على ”۸ 
بالفضاء الاقليدي ذي الأبعاد م . وسترمز له ب ”هم . 


۵ مال 


تكن × مجموعة المتواليات الحقيقية المحدودة . لنعرف الترك 5 على هذه انحموعة على النحو التالى : أب كانت 


المتواليتان الحقيقيتان امحدودتان اءلا! = ۷ 9 x = {x,}‏ فاد neN}‏ اما ۱۸ 5001 = .D)x,¥(‏ سنن ان D‏ 
ملك على × 


5 ل )ا 
تلاح اولا انه لما كانت الته استال محدوديي . فال ۲ > إاملا| و 2۵ > ]ما ایا كان العدد الصحيح ال حب 8 . ادن ایا 
کان 8 مین N‏ فال ا +8 > ۷۸ ,×| >0 . وهد هذا بعي ان احموعة as neN} û‏ محدوده . وال 


۸۲ المدخل الى التحليل الرياضي 


|x, -y,|:neN}‏ اوه > 0 « وبالتالي ٠‏ فان D‏ هي داله معرفه عل  KXX‏ وتأخذ قيمها ي مجموعة الاعداد 
الحقيقية غير السالبة . تلاحظ بعد ذلك ازه ایا کات المتواليتان ,× من ۰2 فانه أي كان 0 من N‏ د 


0 > |X, م۷‎ | » sup |X. ۷۸| : للاعم‎ <-1()*,۷( 


ويترتب على هذا . أن الشر ط اللازم والكاي كي یکون 0 = (,»100 » هو آن يكون 0 = |,9- | ابا کان ه من N‏ . 
أي أن مكرن ¥ = × یا کان . 8 من ۲ . وهذا بعنی أن {Ya}‏ = ۱ او لا X=‏ 


اما خاصة التناظر الثالثة فنانجة عن المساواة الواضحة 
۷۱:06 بل { = (x, -y,|l:neEN}‏ { 
الى يترتب علہا ان (,)10 = (ر,5)×x‏ 


لفترض اترا إ2 ولا و و كاد داي توت رالات ي 2 ترق اا کان ها من × 


فاد | .2= |X,‏ 2 ام2- (Yn‏ + زولا - D(x,y)+ D(y,Z) * |x,‏ ادن 


.D(x,y) + D(y,z) < اوناو‎ |x, :م2‎ neN} = D(x,z) 
مثال‎ 5 


لتکن (×)8 محموعة کل الدوال احقيقية احدودة عل × . اي انه إذا كان 8)30 66 . فان ۶ دالة معرفة على 
6 وتاخد قیمتیا في ٤۴۸‏ نحيث انه ایا كان × من × فان 2 > |(×)۴| ۰ بفرض 2 عددا حقيقيا . لتعرف مرکا © على 
)8 م بل : ابا كانت الدالتان ,1 من (×)8 فان 
:x eX}‏ |«)ع- o(f,g@ = sup{ [f(X)‏ 
إن التحقق من أن © مترك على 800 ینم بصورة ماثلة للطريقة التبعة في الثال السايق > لذا تتزلة هذا الأمر للقاریء . 
ویدعی هذا المترك بالمترك النتظم على (8)0 


۷-- مثال ( الفضاءات الحزئية من فضاء متري ) 


يكن (0,8) فضاء مترباً و ۸ محموعة جزئية غير خالية من × . فإذا كان لا, عنصرين في 4 . فان 
(,)22 هي المسافة بين لد في الفضاء التري (5,) . ومن الواضح أن 2 تولد مفهوماً للمسافة بين نقاط 
A‏ . بيد أن 2 (في الحالة ×۸4 ) ليست مركا على هم . ذلك أن المترك على هر د ينبغى أن یکون دالة معرفة على 
AxA‏ + سين أن 5 دالة معرفة على ××× . ورغم هذا فن الممكن تلافي هذا النفس وذاك بان نفترض D,‏ 
مقصور 2 على ۸×۸ . ومن السهل بعد ذلك التحقق من أن 2 هو مترك على ۸ . سمى ب٥‏ المترك النسبي 
على ۸ الناتج من 5 . أو مترك الفضاء الحزني على ۸ ۰ كا بدعی الفضاء التري (4:824) الفضاء الحزني من 
(2,0) المولد بالمجموعة ۸ . 


توبولوجیا الفضاءات المتربه م 
4< مثال ( الفضاءات الخطية النظمة) 


ليكن × فضاء خطياً حقيقياً . نعرف النظي على × على أنه دالة ۰۷ ساحتها × ومداها في »2تحقق 
الشروط التالية (حيث نرمز الى خيال × وفق هذه الدالة ي |*|ا ): 


(1) ایا کان »× من × . فان 0 < | . 
(؟) الشرط اللازم والكافي کی بكون 0 = | . هو آل يكون 0=× . 
(۳) أباكان × من × . وأياكان العدد الحقيق » » فإن |ل×ااإه| = امه 
(5) اباكان العنصران بريد من × . فان الا + ۷۵ > اانا+ :| 
لبك | | نظيما على فضاء خطي حقيق . ولنعرف داله حششه D‏ سا حا ××× کا بل : 
D(x,y) ۱-۱‏ 
من ا اضح ۳ ابا کان XY‏ من X‏ فان 0 <(2),۷] استنادا ال ر » كي آننا جد اعتادا عل ATT‏ 


۷ - ۷ جے 0 - 1-۷ حل 0 = إار-×ا| جب 0 - (2)5,۷] 


كذلك خد استنادا الى ۳۱( ان 
,لاط = ءانا || = الما | ۱-۱۱ = ا« - ۷)- | = الا - ا = D)x,y)‏ 


واذا لاحضا اتا بالاعهاد عل 5( أن : 
(2):.2 = |2 -* || = ||( :)+ (۶-۱۷) || < اع - ۱۷+ اانا ۱۱۷ = D(x,y) + D(y,z2)‏ 


استنتجنا ان ظ مك على × 





یعرف الفضاء الخطي النظم على أنه فضاء متري (8,<) ؛حیث ‏ فضاء خطي حقيتٍ . وحبث © هوالمترك 
على × العرف بالدستوراالا- *|| =(ل,×) ومن السهل ان نلاحظ بان امحموعات الواردة في الامثلة 69۳,۱۳ ۳,۱ ۳۰۱۵ 


فالنظم 8 الغا ۳ هو | = ۱۷ . 
وفي الثال ۳.۱6 هو <[یر ¥ ] - xl‏ 


3 < از 


وفي الثال ۳.۱۵ هر sup{ |x,|:neN}‏ = ۷ . 


وأخیر فالنظى في المثال ۳۰۱5 هو (كاع»: |(*)1| اجه = ۱0 ۰ ویدعی النظي المنتظم على × . 


At‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


۹ ملاحظة 


ينبي أن ندرك بأنه بمكن تزويد مجموعة ما × بأكثر من مترك واحد . فثلا » يمكن تزويد احموعة ۸ بالمترك 


۹ ل 2 ۰ , 
مشا ايج = (1۳),۷ ۰ فضلا عن المرك ۱-۷ = (لا,:)1 . كذلك فن الممكن تزويد المجموعة ”1 بكل ی 


المتركين التاليين : 


12, (x,y) عد‎ 3 |x - (,)ی(1 9 الا‎ = max 1 م‎ - 1۷, | , |x - اد[‎ ER Xn - ۷. |[ 


1 


وكمترك اخر على مجموعة التوالیات الواردة في المثال ۳,۱۵ نورد المترك 


dx, ۱ ۳ - م«ل‎ ۱ _ 
۷ < 2 27 


ونترك مسالة التحقق من ان ل , وا , را , ] هى فعلا متارك على انحموعات الوافقه کتمرین للقارىء . 


وجدنا أن كل نظ على فضاء خطي يولد متركا . ونود أن نشير الى أن العکس غير صحیح بعامة . وعلى سبيل 
المثال . فلا يمكن ان بنتج امرك *2 الوارد في اللاحظه السابقه عن نظم على 2 . وي الحقيقة . فلو افترضنا . ان "۲ 
مولّد من نظے ماءلکان (2)*.1|ه| = (9ه,:ه)22 . أيا كانت الأعداد الحقيقية ©#رلز,»« . الا أن هذا غير 
صحيح لأن : 
)x,y(‏ 5 إواع الاحتلكل ‏ السع- لت D'(ax,ay)‏ 
الا-»| ۱2 +۱ |ax-ay|‏ +۱ 


توبولوجيا الفضاءات المثرية Aa‏ 


۲ -- احموعات المفتوحة 
Open Sets‏ 
لتعريف ابحموعة المفتوحة في فضاء متي (06,2). لا بد لنا من البدء بتعريف الكرة الفتوحة کا بلي : 
1١‏ تعريف 


ليكن (0,2) فضاء مثريا . وليكن × عنصرا ما من × و ع عدداً موجباً ما . بطلتن اسم الكرة الفتوحة 
الي . مركرها × ونصف قطرها ء (بالنسبة للمترك 8 ) عل المجموعة : 
No (x,e) = {ye X: D(x,y) > ¢)‏ 
وإذا لم يكن معرفا على × مترك آخر غير 2 . فن المکن اسقاط الدليل 8 . والاکتفاء بالرمز . ,× . نلاحظ 
أن الكرة المفتوحة 54)*,92 لا بمكن أن تكون خالية لاحتوائها على العنصر ‏ . 


هذا وتسمی امحموعة () - N(x,e)‏ كرة مفتوحة محذوفة الوکن‌ویرمر لها ب (5,6) 


۲ مثال 

لناخذ فضاء الاعداد الحقيقية الألوف © . ولیکن 226 . من السهل التحقق بأن ۱2,۵ في هذه 
الخال هى انحال الممتوح أء ]a-e,a+‏ . 
۴۳ مثال 

ليكن (2,) الفضاء المتقطع (۳.۱6) . إن الكرة المفتوحة . الى مركزها × ونصف قطرها ٠1‏ هي امحموعة 
وحيدة العنصر [*1 . في حين أن الكرة المفتوحة التى مركزها × ونصف قطرها 2 هي انحموعة × بأكملها . 


٤‏ - تعر بف 





يكن (06:0 فضاء متا ولتكن نا عموة جزئية من 6 . تقول إن لا محموغة مفتوحة في (89ب 
أو اختصارا في × . اذا وجد لكل عنصر × من لا كرة مفتوحة مرکزها ‏ محتواة في لا . 


۵ "ل مال 


ور 


۸ المدخل الى التحلیل ابر باصي 


محال مفتوح مرکزه ۾ حوي نقاطا محتلفة عن 2 ۰ ودلك يعني انه ابا كان العدد الوحب ‏ فان 1۵ # (۱۱)2,8. 
كذلك . فان انحموعة ]8.5] غير مفتوحة . ذلك أن أي محال مفتوح متمركز في 8 بتجاوز هذه الحموعةءلأنه يحوي 
أعدادا أصغر من 8 . أما المحموعة ]18:0 » فن السهل التحقق بأنها مفتوحة في هذا الفضاء . 


5 نظرية 
امحموعة الخالية © وانحموعة الكلية × مفتوحتان في أي فضاء متري (06,2 . 
البرهان 


لوافترضنا © محموعة غير مفتوحة . لوجد عنصر × فيا بحيث أن أي كرة مفتوحة مرکزها × لا يمكن أن تكون 
محتواة في © . ولا كان هذا يعنى أن ك غير خالية ۰ فان افتراضنا غير صحيح . أي أن © مفتوحة . أما کون المجموعة 
الكلية × مفتوحة . فأمر ناتج من أن أي كرة مفتوحة مركزها أي نقطة في × محتواة في × ه 


۷-- نظرية 
البرهان 


تكن لا نقطة ما من 24,8 . إن إثبات النظرية يتم إذا ما مكنا من إيحاد كرة مفتوحة مركزها بر محتواة في 
0,۵ ظ 
لااکان ع >  00,۷(‏ . فان 0 <(06,۷- = © . سنبین الآن أن الكرة (#,ر)۸ تحقق الطلوب : اي 
أن Nx,‏ ۱0۵ . لفرض 2 عنصرا ما من (۱۷,۶ . عندئط(لا,*)2-غ = ۶ >(0)۲,2او 
» > 00,2 + (00,۷ . واستناداً إلى متراجحة الثلث في تعریفنا للمترك «نستنتج أن 0:2>۶ . اي أن 
(۷),۵ع2 . وبالتاي « فان .N(y,e') C N(x,e)‏ ه 


ترر لنا هذه النظر به تسمية المجموعة (6, )لا بالكرة ١‏ الفتوحه ١‏ . 
6" نظرية 


لگن (0,0) فضاء مثريا . عندئذ : 
(۱) اجناع أي جاعة من انحموعات المفتوحة هو محموعة مفتوحة . 


2( تقاطع اي جاعة هنية من ا مجموعات الفتوحه هو مجموعة مفتوحة . 


توبولوجيا الفضاءات المترية AY‏ 


البرهان 


)١(‏ لتكن 1ع1,(زنا) أي جاعة من المحموعات المفتوحة في (06,2 »> ولتثبت أن المجموعة ,لابلا - نا 
مفتوحة . إذا كانت الماعة خالية ۰ فان لا خالية كذلك ۰ وبالتالي مفتوحة (55,") . أما إذا لم تكن 
الما عه (رنا) خالية : بل كانت جميع بع عاضر احاعة حموعات_ خالية : فن الواضح ان U‏ حالية 
كذلك .. وبالتای بت . لنفئرض ان أن ال عیة غير خالبه 4 ف عداد عناصرها جموعات عبر 
خالة : ولیکن 5 عنصرا ما من زا . عندئذ : هنالك عنصر ما 1 من 1 محيث ,لاع . ولا 
كانت ,لآ مفتوحة . فهنالك عدد موجب ع حيتت رلاء (۱۷۲,6 . ويترتب على هذا أن 

N(x,e) 1‏ . اي ان لآ مجموعة مفتوحة . 


(۲) لتكن لدينا الان جاعة منتبية من المجموعات المفتوحة في (06,9 . ولشت أن لتقاطم لا مذه الماعة 
هو محموعة مفتوحة . فاذا کانت اعة خالية . فان 10-6 . وبالتالي تکون لا مفتوحة (۲ ۳۰ . آما 
اذا لم تكن الماعة خالية . وکانت انحموعة زا خالية . فان ل مفتوحة . لنفترضص الان أن الیاعة غير 
خالة ولتکن (ملا.... (UUs.‏ . وان لا غبر خالیة؛ولیکن * سسا من لا . عندئذ 
U,‏ . ., الا xe‏ . ونا كان كل من هذه امحموعات پلا,...,رنا,,لا مفتوحا ٠‏ فهنالك اخزاد 
موجبه ,ع,....واورع میت ,ل € (ع,N)x‏ ایا كان زمن | حتى 7 . فاذا افترضنا ع أصغر الأعداد 
». فان ۵۶۱6 آباکان: . وبالتاي . فان :۱6,۵۶1 أباً کان : 
اا حن > اي أن 60 : وهذا يعن أن ن عة نمس 


4" نظرية 


ليى: ن ( (,06 ) فضاء متربا و لا محموعة جزئية من 2 . إن الشرط اللازم والكافي كي تكون لآ مفتوحة هو 
ان تکون اجتاعا سلياعة من الکرات الفتوحة . 


البرهان 


a ۹ îi ۲9‏ ت ْ 5 د 11 تج ۰ ۳ ی و 58 5 ص 5 5 1 = 
لنفتّرض اولا ان لا مفتوحة . ولتت انبا اجه ء لكرات مفتوحة . فاذا كانت لآ خاليه . فانها اجعاع للحاعة 
الخالية من الكرات المفتوحة . اما اذا كانت لا غير خالية . فان لال عنصر ‏ فباكرة مفتوحة (,20)*,6 2 . يث 
ناء (,ء,»)لة . وبالتای . فان نا (,ع,N)x‏ بلا. كذلك فقد قلنا إنه اذا كان لاع* . فانه عنصر من الكرة 
المفتدحة (ع6,*)ل1 . اذن فابا کان العنصر × من - U‏ »فال × ينه بنتتمى ال (,۶,) ۷ ونا . لذا فان N(x,e,)‏ ولاك لا 
وهكذا فان N)×,٤(‏ لا - لا . وبالعكس . لنتفترض اعموعة U‏ اجيّاعا ماع ۴ م من الکرات المفتوحة . ولنبین ان U‏ 
مفتوحة . فإذاكانت 8 خالية . فان لا خالية كذلك » وبالتالي مفتوحة . لنفترض الان ظ غير خالية . لما كانت کل كرة 
مفتوحة مجموعة مفتوحة (۳۰۲۷) . فان لا اجماع لجاعة من المجموعات المفتوحة . وبالتالي . فان لا مجموعه 
مفتوحة (۳۰۳۸) Bs.‏ 


۸۸ المدخل ال التحلیل الرباصي 


0 تعريف 


ليكن 06,2 فضاء متريا و × عنصرا من × . تسمى كل مجموعة مفتوحة تحوي × جوازاً للعنصر × . 
وهكذا » فان کل بحموعة مفتوحة في (06,10 هي جوار لكل من نقاطها . 


17" نتيجة 


نستخلص من التعريف السابق ومن التعريف (54,*),أنه إذا كانت انحموعة لا جواراً لعنصر × . فلا بد 
من وجود كرة مفتوحة مركزها 5 محتواة في ل1. وبالعكس . فاذاكانت ل حموعة محيث أن کل نقطة منهامرکز كرة مفتوحة 
محتواة في لا . فان المجموعة لا جوار لكل من نقاطها . 

عرفنا في ۳,۱۷ الفضاءات الحزثية من فضاء مثري » وقد رأينا أنه اذا كان (8,) فضاء متریا‌وکانت ۷ 
حموعة جزئية غير خالية من × . فان الفضاء التري (60*,2 يختلف عن الفضاء المتري ( ,رلا ) . الذي أسميناه 
فضاء جزئیاً رن (06,82 . وبوجه حاص + فیس ضرورياً أن تكون انحموعة المفتوحة في (,۷,0) مفتوحة في 
)XD(‏ .الاأن الرابطة بين الترك النسبي ,© والمترك الأصلى 5 توحي بوجود علاقة ما بين احموعات المفتوحة في 
كل من هدين الفضاءين . الامر الذي تعبر عنه النظرية التالية . 


۳- نظرية 


ليكن (8,) فضاء متريا . ولتكن ۷ مجموعة جزئية غير خالية من × . إن الشرط اللازم والكافي کی تكون 
جموعة جزئية ۸ من ۷ مفتوحة في («+5.¥) ع هوان توجد مجموعة نا مفتوحة في (2,*) .۰ محيث یکون 
لا ۷/۱ د ھے 


البرهان 
لنفترض اولا ان احموعه ۸ مفتوحه في ۷ . عندئد ند أنه آبا كان 2 من هه فهنالك عدد موجب ,ع 
یت ۸ > [,ء > (۵,و)5 :۷۷) . من السهل التحقق عندئذ من أن (,ء > D(y,a)‏ : ۷ ۷) لا = .A‏ 
اه 
لنورد الان احموعة (مع > D (x,a)‏ : ۷ ۷ لع = لا. لما كانت لا اجیاعا للهاعة من الكرات المفتوحة 
في 2 فان لا مفتوحة في × . ونلاحظ عندئذ أن : 
E‏ = (,ء> D(y,a)‏ :لاك ۲ لا = Yn U‏ 
فر © a‏ 


وبالعكس . لش أن A Yn Û‏ . حت لا مجموعة مفتوحة في ث 2غ وليكن 3 عتضرا من ۸۵ . ليل 
عه ؛ ولا كانت لا مفتوحة في × . فيوجد عدد موجب ع نحيث لا عإع> (2)[,3 ۷۰ ۷) . وبالتالي : فان : 
Yn U= A‏ يوإء> {xeX: D(x,a‏ ۷ لع > D(y,a‏ : ۷ ع ۷) 


وهذا یعنی أن ۸ مفتوحة في ۷ . » 


تویولوجیا الفضاءات المترية ۸۹ 


Closed Sets 


ليكن (2,×) فضاء مترياً و ۸ محموعة جزئية من × . نقول عن × من × نها نقطة حدية ل ۸ إذا 
تقاطع أي جوار للنقطة × مع هاي نقطة (واحدة على الأقل) مغايرة ل × . ويطلق على محموعة كل النقاط الحدية 
ل A‏ اسم الجموعة المشتقة للمجموعة ۸ ویر مر فا لب D(A)‏ 


ونترك للقارىء البرهان على أن الشرط اللازم والكافي كي تكون × نقطة حدية ل ۸ هوأن تقاطع كل كرة مفتوحة 
مر کزها 1 الجموعة بشر في نقطة مغايرة ! :. 


۷۲ مثا : 


لتأخذ الفضاء الحقيق الألوف ۴ . ولنختر فيه المجموعة (..., ,۰۳,۰۰۰ 2 ,1) ۸ .إن العدد صفر عثل 
النقطة الحدية الوحيدة ل ۸ . أي أن  )0(‏ (2)4 . ومن السهل . أن نری بانه اذا کانت [0,1[ -8 . فان 
[0:1] = (2)8 . هذا . ولا بو جد محموعة الاعداد الصحيحة 7 اي نقطة حدية ( 0 - (A‏ ) . في حين يشكل اي 
عدد حقيق نقطة حدية نحموعة الأعداد العادية © . اي أن 8 = ©)2 . 


۴ فال - 


لناحذ فضاء النقاط المتعزلة (۳.۱۲) ۰ ولتکن نا أي مجموعة جزئية منه . لما كان [×) = (N)×,1؛‏ ايا كان 
لعنصر ‏ من هذا الفضاء . فإننا نستنتج أنه عکن انجاد جوار لاي عنصر × من هذا الفضاء لا يحوي سوی العنصر > 
نفسه . وبالتالي . فان احموعة الشتقه للمجموعة[) هي © . 
4 تعریف : 

لیکن (0,×) فضاء مترياً . ولتکن ۲ محموعة جزئية من × . نقول عن ۳ نبا حموعة مخلقة بالنسبة 


اليه ط اذا حوت 8 جميع نقاطها الحدية . اي ادا کان ۳ (۴ )(] 


۵ ماك : 


ان المجموعات الحزئية من ۴ . والواردة في المثال (۳.۳۲)»غر مغلقة باستناء 2 . ومن الواضح أن احال 
[a,b]‏ محموعه مغلقه في 24 5 وهذا سبب تسميته بالغيال « المغلى » ۲ 


5 ۹ المدخل ال التحلیل الرياصي 


۹ مثال 


التراجح 3 التساوي > بعلاقة ة زاجم < او < . فان ۸ تنقلب ال محموعه مفتوحه 


۷ مثا 


۸ -- ملاحظة 


حدر بنا تنبيه القاریء الى أن كلمت وتا تا E‏ الاخعری؛کا نجدث فى بعض الامور 
المتعلقة محباتنا اليومية . فالنافذة المغلقة لا مكن أن تكون مفتوحة 9 في الوقت نفسه . والمفتوحة لا يمكن أن تكون مغلقة في ان 
واحد . وليس الأمركذلك في ا محموعات . فادا كان « عنصرا من فضاء النقاط المنعزلة . فان اعموعة (*) مفتوحة ومغلقة 
في ان واحد . كذلك . فان الحال [a,b[‏ ف الفضاء | و المألوف ۳ ليس مفتوحا ولا مغلقاً في هذا الفضاء . 


۹ ملاحظة 


تجدر بنا الإشارة بان کون المجموعة اللحزئية من فضاء متري (,06) مغلقة أو مفتوحة امر تابع للبنية المترية . 
زودنا با × . فادا تغير امرك » : نتخیر بوجه عام احموعات المغلقة والفتوحة . لناحذ مغلا احموعة R‏ . فادا زودنا 8 
با مرك النقطم (۳,۱۲) ۰ فان المثال (۳,۲۷) یف بان اي جر جزئیه من 8 مغلقة . وبوجه خحاص) فان امال ]2,0] 
مغلق في هذا الفضاء المنتقطع اما لوزودنا ۸ بمترك القيمة المطلقة (۳,۱۳) > ثفن الواضح أن المحال ]0,ع] بغدو 
٠‏ غير مغلق في ۴ . 


۱ -- نظرية 


لیکن ان فتاه او ۲ محموعة جزئية من × . ان الشرط اللازم والكافي كي تكون ۴ مغلقة . هو 
أن تکون متممت‌ا ۴-× مفتوحة . 


البرهان 


لنفترض ۴ مغلقة ۰ ولنثبت أن ۴-× مفتوحة . إذا كانت ۴ -× خالية؛فإن 6-۳ مفتوحة (۳,۲5) . لتكن 

-F‏ - 6 غير خالية ولیکن ×عنصراً ما من 6-3( . لا کانت ۴ مغلقة و × خارجة عن ۰۳ فلا عکن أن تكون × نقطة 

حدية ل ۴ وعا آن × خارجة عن ۴ > وليست نقطة حدية ل ۳ ۰ فهنالك كرة مفتوحة ,)1 منفصلة عن 

۴ . وهکذا فقد وحدنا أنه ادا كانت × اي نقطة من 1 غ2 > فهنالك كرة مفتوحة مرکزها ‏ محتواة بأكملها في 
26-7 . وبالتالي » فان 2-۳ مفتوحه . 


تو يولوجيا الفضاءات التربه 4۱ 


وبالعكس ٠‏ لنفرض a A— F‏ وت ان ۴ معلته . لنفرضص حرلا أن F‏ غر مغلقة . عند ل تول 
نقطة حدية م ل ۴ غير منتمية الى ۴ . د اس ت الى 2-۳ . ولکن هذا لا يمكن ان یت . لانه لا كانت 2-۳ 
مفتوحة و ۷۰ نقطة من ۸-۳ . فهنالك كرة مفتوحة ‏ ,)۷ منفصله عن ۴ . الامر الذي بكرتب عليه ان مك" 


لا عکن أن تکون نقطة حدية ل ۳ , ه 


۲--- نتيجة 


لا کان (۴-×) -×=۴ فانه يترتب على النظرية (۳.۳۹۱) أن الشرط اللازم والكاني كي تكون محموعة جزئية 
لا من فضاء متري مفتوحة في هذا الفضاء . هو ان تکون متممتها مغلقة . 


۳- نظرية 


ليكن (8,) فضاء متربا . عندئذ تصح الدعاوی التالية : 

(۱) انحموعة الخالية © وامحموعه الكلية × مغلقتان . 

)۲( تقاط اي حاعة من انحموعات الغلقه هو محموعة مغلقة . 

(۳) اجهاع اي جراعة منتبية من انحموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة . 


البرهان 


)١(‏ لا كان 7-176 - © » وكانت × محموعة مفتوحة . فان © مغلقة (۳.۳۹۲) . كذلك . لا كان 
7-52 = 2»وکانت © مفتوحة . فان × مغلقه (۳۰۳۹۲) . 
ف هل عقا و النظرية (۳.۲۹) أنه ایا كان الفضاء المثري (06,2)» فان انحموعتین 2و 
مفتوحتان ومغلقتان في ان واحد . 


0) لتكن ۱ أي جاعة من المحموعات المغلقة في (6:0) . ولنبرهن أن لمجموعة ,0,5 - F‏ 
مغلقة . فإذا كانت ت اللهاعة المفروضة خالية . فان ٠ F=X‏ وبالتالي ١‏ نستتنج استنادا الى الشو الأول من 
هذه النظرية أن 8 مغلقة . أما اذا م تكن الحماعية المفروضة خالبة ٠‏ فاب كان امن 1 . هنالك محموعة 
مفتوحة بلا حیث بلا -× =۴ . ويترب على هدا ان 

را رلا- 2 = (ل1آ -0,)۱) د :۲۱,۳ < ۳ 
ولا كانت لابلا مفتوحة . فان متممتا ۴ مغلقة . 


(۳) لتكن لدینا جاعة منتهية من احم‌عات الظلقة » ولنبرهن آن اجماع هذه اماعة ۴ محموعة مغلقة . فاذا 
كانت افیا عة الفر وضصه حالبه 3 فال 2 - ۲ ٠‏ وبالتالي تسج استنادا ال الس لخ الأول من هده النظر به 


۹۲ الدعل الى التحليل الرياصي 


أن ۳ مغلقة . آما اذا لم تكن امماعة الفروضة خالية » ولتکن (,۳:...۰.,۳) فثمة محموعة مفتوحة 
رلا : ى Fı = X-UJ;‏ ابا کان 1 من (ه, . ...11 =1 . يرب على هذا أن : 
لآ = U(X-U)‏ = رلا F=‏ . 


ولا كانت ,ل],١)‏ مفتوحة (لأنها تقاطع عدد منته من المحموعات المفتوحة) » فإن متممتها ۴ مغلقة ه 


4 تعریف 


يكن (X,D)‏ فصاء ا X‏ عنص أ من 2 ًُ وليكن 3 عدا غبر سالب 5 نطلق اسم الكرة المغلقة الي 
مرکزها × ونصف قطرها © عل امحموعه : 


Bp (x,€) = {ye ۸ : D(x,y) se) 


هذا - ون ۸ یکن هناك أكثر من مترك واحد قيد الاستعال . فليس من الضروري إدراج الدليل 2 . ويكتفى 
بالرمز ,)8 للدلالة على الکرة الضلقة . 


۱ وتجدر بنا الاشارة إلى أن الكرة المغلقة 80,۵ لا يمكن أن تکون خالية لاحتوائها على العنصر × على 
قل 
وی الحالة 0 ٤=‏ يكون (*) = (8),0 


6" نظرية 
كل كرة مغلقَة 8)×,٤(‏ ق اي | فضاء متري ((,۸) هی مموعه مغلقه . 
الرهان 


لا تبات هده النذا نظریةه»یکیی استنادا الى النظر به (۳۰۳۹۱۱) a‏ نمرهن بان الجموعة (,)8 -× مشتوحة . فادا 
كانت هذه المجموعة خالة . كانت مفتوحة وإذا ل تكن خالية . وافت‌ضنا بو عنصرا اتتا زا ٠‏ فان ع < (ز,)12 . 
وعندئذ بكون ع- »)5 - ندا موجيا . سنیر‌هن الآن أن : 

X— 8),‏ > ( ۷,۶) ۷ 
ادا فرضنا 2 عنص را ما من (ع,۷)۷ ۰ فاد ع- D(x,y)‏ = © > (2,/ا)2 . 
لديا : 
e ۱‏ = (ع- D(x,z2) < D(x,y) - D(y,2) > D(x,y) - (D(x,y)‏ 

وهذا بعنی أن (ء,×)8-× >2 وهکذا . نکون قد وجدنا أن هنالك كرة مفتوحة (۲,۶) لاي نقطة من انحموعة 
8-× هرد فى هذه احموعة ۰ وبالتالي . فان ,2-80 مفتوحة . وبا آن متممة هذه انحموعة هی 
(,)8 . فان (,<)8 محجموعة مغلمة . و 


نو بولوحيا الفضاءات الم به ۳ 
۲- نتبجة 


۳ ها النظر بة ( ۳,۳۹۵)»ومن کون اي حموعه وحيدة العنصر {x}‏ هی الكرة المغلقة B(x,0)‏ 
ان اي مجموعة وحيدة العنصر (×) لا بد وان تکون مهلقة في اي فصاء مري . 


۷ _ نظرية 


ليكن (06,2) فضاء متريا و ۷ محموعة جزئية من × . إن الشرط اللازم والكائي كي تكون محموعة جزئية 
۸۵ من ۲ مغلقة في الفضاء الحزنلي (+۲,2) . هوان توجد مجموعة مغلقة ۴ فى × بت بکون ۳ ملا - ۸ . 


الرهان 


تفرض أولا أن ۸ مغلقة في ۷ . عندئذ تكون ۷-۸ مفتوحة في ۷ . لذا . فثمة محموعة لا مفتوحة في 
× حیث ۲۲۹۷-۸-۷۱ . ویب عل لماوع ای ان YNK‏ الا هن 


فاذا رمزنا للمجموعة لاه ب ۴ . فان ملا =4 . حيث ۴ محموعة مغلقة في ۲۶ . 


وبالعکس . لفترض أن ۷۵۲ هد حت 8 محموعة مغلقة فى ع . عندئذ 1000-1 ۷-۷۳ - ۷-۸ 


لکن ۴ -× مفتوحة فى × ۰ اذن ۷-۸ مفتوحة في ۰۷ اي ان ۸ مغلقة في ۷ a.‏ 


۹ المدخل ال التحليل الرياضي 


سه محموعات حزئبه سهرة ی الفضاءات الم بة 


Some Important Subsets of Metric Spaces 


۳,٤١‏ تعریف 


لک (26,۲) فضاء متريا . ولتكن ۸ محموعة جزئية من × . نقول عن × من × انا نقطة ملاصقة 
۸ . اذا تقامل - ظ : ةا النقاط الملاضقة ل ۳ لصاقة ۵ 
لہ ۸ . اذا تقاطع كل جوار ل × مع ۸ . ویطلق على مجموعة كل النقاط الملاصقة ل ۸ سم لصاقة ۸ ؛ وبرمز لها 
د (010۸ (او ھ4 ). 


۲ مال 


لناخذ الفضاء ۴ . لدينا هنا 8 = (1)0© و 2 = (1)2© و  ]01[‏ ((0100,1 


ck :neN)) = L :neN}u {0} 


۳- نظرية 


هو ان تقاط کا اس وی عن المنموغة ۵ 

البرهان 

اذاكانت × نقطة ملاصقة ل ۸ ٠‏ فان أي كرة مفتوحة مرکزها × لا بد وأن تقاطع ۸ . ذلك أن كل كرة 
مفتوحة مرکزها × هي جوا رل × (۳۰۲۷) . وبالعكس . لتفترض أ نا مایا اک +« تقاطع ۸۸ . ولیکن 
لا جوارا ما ل × . عندئذ . هنالك كرة مفتوحة مركزها × ومحتواة في نا (۳۰۲۹۲) . ولا کان تقاطع. هذه الكرة مع 


A‏ غم حال ١‏ فاد تقاطه لا م هم غر خال ٠‏ وبالتالى . قال × نقطه مللاصقة ل ةه . و 
3 : : ِ 


هنالك علاقة بين لصاقة محموعة 4 وامحموعة المشتقة ل ه تعير عنها النظرية التالية . 


4-_ نظرية 


ليكن (0,2) فضاء متربا و ۸ مجموعة جزئية من هذا الفضاء . عندئذ یکون (5)۸ للحم - 0۸ 


تو بولوحيا المضاءات الم به ت ۹ 


الرهان 


لنفترص اولا (ه) آن > * . فاما أن هرع» أو ۸۵ . J‏ لنفترض ۸ .لا کانت × ری د ۸ و 
۶۸ . فان اي جوار ل × بقاطع ھاي نقطة (على الأقل) مغايرة ل × , أئ أن (۰6۳)۸ . وهکذا . نکون قد 
وحدنا عند افتراضنا 6۱۸ أن 6۸ أو (م)2ع: . اذن (0)۸ ٤ ۸U‏ (4)©. يمسم . لنفترضص 
(۲)۸ دامع : . فاما 6۸× . وعندها اي جوار ل x‏ بقاطع ۸ رگ × على الأقل ( 55 (61()۸ * . وعندها اي 
جوار ل × بقاطم ۸ ضا زق نقطة مغايرة ل )۰ نت الحالتين يكون (1)8© 2*6 . وهذا يعني أن 
AU D(A) € C1( A)‏ لف ا ان .CLI(A) = AU D(A)‏ 8 


06 نظرية 
اذا كانت ۸ محموعة جزئية من الفضاء التري (6,0) . فان (ه)1© محموعة مغلقة في هذا الفضاء . 
البرهان 


ستبت أن اي نقطة حدية ل رنت ٠‏ لا بد وأن تت تتمی ال اهالت . للنفترض جدلا آن ثة نقظةه» ححدية ل 
C1(A)‏ غیت x, ¢#CKA)‏ . اذن نجد استنادا الى 44 ,۳ : أن به)»© .× و #4 ,× . وبالتال . فثمة 
جوار ا ل ولا محيث 8 0۳6۸ . لکن ٠‏ « نقطة حدية ل (1)48© . اذن هنالك نقطة لا یت لاعلا و 
(0۷۸ > . اذن أء ي جوار ل و لا بد وأن يتقاطع مع ۸ . ولاکان لا جواراً ل لا (فضلاً عن كونه جواراً ل مد ) . 
فان لا يقاطع ۸ . أي ان @٭ ۸۸ لاء وبذا ١‏ كن قد بسنا ال تناقض . » 


5 نظرية 

إذاكانت ه محموعة جزئية من الفضاء التري (2,) ۰ فان (ه)1© هي تقاطم كل احموعات المغلقة الي 
عرق 3 , 

الرهان 


سنبین أنه اذا كانت ۴ اي محموعة مغلقة تحوي 4 . فان 010۸6۳ . لفترض (1)8©ع* . اذن 
۲۶۸ او (2)4ع< . فاذاکان ۲۸ . فان ۲۴ وبالتالي 00۸۵2۲ . واذاکان (€5)4× . فان 
۳۴ . ذلك انه لو افترضنا أن #۳* فلا عکن أن تکون × نقطة حدية ل ۴ ؛ لذا : فثمة جوار ل × لا بقاطع 
و > ولا يقاطع بالتالي 4 (لأن ASF‏ ). بيد أن هذا آمر لا يمكن أن بت ٠‏ لأن × نقطة حدية ل ۸ . ادن 19 
في هذه الحالة أيضا 7 ع(1)8© . يترتب على ما سبق » أنه إذاكانت 15:(,161 أية جاعة من المحموعات المغلقة . 
الي حوي كل منبا ۸ . فان 01)4(>)١,5'‏ . لكن ‏ (0)8© مموعة مغلقة تحوي ۸ . إذن 
CI(A)‏ > :5م . وبالتالي » يكون ,۲,۳ = (61)۸ . ه 


4 المدخل الى التحايل الرياضي 
۸ - نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون المجموعة الحزئية ۸ من الفضاء المتري (,06 مغلقة .هو ان يكون (۸=€1)4 . 


الرهان 


اذا کان (ه)0 دم . فان ۵ مغلقه لكون ره)1 مغلمة (ه5."). وبالعكس . لنفترض A‏ 
مغلقة . لماكانت 1)4 تقاطع كل انحموعات المغلقة . التي تحوي ۸ (۳.4۹) . وكانت ۸ مجموعة مغلقة حوي 
۸ . فان 4(۸( . لکن لدينا دوما ۸0۷۸ )۳.٤٤(‏ . اذن (1)4© - ۸ .مھ 


4 تعریف 


ليكن (,06 فضاء مترباً . ولتكن ۸ مجموعة جزئية من × . بطلق اسم داخل م على اجتاع کل انحموعات 
المفتوحة احتواة في ۸۸ . ورمز له ب (04)۸] (او ۴ . وتسمی كل نقطه من (12])5 نقطة داخلية للمجموعة ۸ . 


۱-- نتانج 


: ی من التعریف السابق النتائج التالية‎ a 
. ۸ إن (8) 1۳1 محموعة مفتوحة محتواة في ۸ . بل هي أكبر بجموعة مفتوحة محتواة في‎ )1( 


المکن . التحقق بسهولة مت أن الشرط اللازم والکاي کی تکون × نقطة داخلية ل ۸ . وان توجد كرة 
مفتوحة مرکزها × محتواة في . 


۲ س مثال 


لناخذ فضاء الاعداد الحقيقية ال ألوف 8 . في هذا الفضاء . نری ان 


Int(]0,1]) = [10.1]‏ و ]0:1[ = :neN)) = ۵ 5 Int(]0,1{)‏ )۱0/6 و 8 -(8م1. 


نوبولوحيا الفضاءات المترية A۷‏ 


ما ذا أخذنا الفضاء الاقليدي ۴١‏ . فان 
Int (x,y) eR? : x+y? >۱( ) = | (x,y) € 8۵ : x? + y?< 1}‏ 
ک أن © = ) Int (x, ):xeR}‏ 


۳ -- نظرية 
انشرط اللازه والكافي کی تکون المجموعة الحزئية هم من الفضاء التري (,) مفتوحة » هو أن یکون(100)۸ - ۸ 
الرهان 
ادا كان (10۲)۸= 4 . فان 4 مفتوحة دکون (11)4] مفترحة )۳.٤۹۱(‏ . وبالعكم . لفتض م 


مفتوحة . نا کانت Int(A)‏ اجواع كل احموعات المفتوحة انحتواة ل ۸ تعريفا . وكانت 4 خموعه مفتوحة محتواة في A‏ 
فد رهلاما عه . لکن لدينا دوم ۸ > (۸)اہ! ۰ اذن (ذلام] - ۸و 


4 - تعر يف 


یگ (16,10) فضاء متا ولتكن ۸ مموعه حزئية من × . نقول ان ۸ كثيفة ري كل مكان) ب × اذا كان 
۶ - (1)۸) , 


۵ - فال 


ان مجموعة الأعداد العادية © كثيفة في فضاء الأعداد الحقيقية المألوف© . فى حين أن مجموعة الأعداد 


۲۹ -- نظرية : 


و ر i E‏ 5 55 57 
یج (XD)‏ فتاء مد با . ه ۸ مخموعه حر ليه م ل , ان الشرط الاكام والکاي کی تکون ۵ کشفه ۴ 
× . هه ال تقاصه خا سوه مشت حه غه خخالة ی × مم ۸ھ 
سح / ا 


دض ولا ۸ كتيفة في 6 . وان لا محموعة مفتوحة غبر خالية فى 36 . اذن ةتس منتم .ال لا . با 
کان × = 1)0۸ » وكان × عنصرا من × . فاد (۷۸۵ ع » . وبالتالي . فاي حموعة مفتوحة حوق × لا بد وان 
نتقاطع مع ۸ » وبوجه خاص + فان ۷۱۵۸۴۵ . وبالعكس . لنفترض أن كل مجموعة مفتوحة غير خالية في × 
نتتاطم مع ۸ . لتکن ۸ نقطة اختيارية من × . لما كانت كل محموعتٍ مفتوحترحا و ية ل ١‏ لا بد وان تتقاطع مم 


4 . نإن ۱۸ ع إذك 0۸ ع . لكن 6۸6 . اذن 6 -(8)© . آي أن ۸ كثفة في .و 


ل 
r‏ 
r‏ 


4۹۸ الدخل الى التحليل الر باصي 


08 سب المتو اللات التقار یه والفضاءات التامة 


Convergent Sequences and Complete Spaces 


على الرغم مس أن احجد أشي الا غراضص التهخاة من ای اد اافضاءات الت 35 . هو د. اسه االات بز نک E‏ 
فصاء ات 5 من ر FR"‏ الي تشکل الوضوع الورك ليسي ا مال ا الي" ان . شا.ه الدراسة تفيل 


۱ -- تعر اش 


لک KD‏ فضاء متریا ‏ و ۸۱:۸6) متوالية ی 2۸ . ولیکن 4 عنصرا من ۸ . شل ان احا 
{xn}, n€EN‏ تتقارب من × + اذا فاا 03 عدد م جي ع علد سحي فو سج ا . ىت بكرن ۵ .۷ 
زان € > («, (D(X,‏ عندما N,‏ 82 . واذا كانت 1 .(,! متشارية من × . فاننا شوب ان × غباية المتوالية 


ونكتب 


اع Xn‏ او 8 .۳ ۳ 
من المکن ايراد هذا التعريش على النحو التالي : تتقارب التوالية 0€ ,[,*) من × ادا حوت اي كرة مغتوحة 
مركزها * جمبه عناص الموالية باسطناء عدد منته مت هذة العناص (قد يكون هذا العدد ا لصف ) . 
۱ ع . كك بر تی قبي - اتی - الت 
۷۲ -- مثال 
یکت الخوالية 6۸م , ((-,0)) ق الفضاء الاقليدي ۳۶. ولشت آنا متقارية من النقطة (0,0) . لدينا ايا 
ا = 1 ا = - 


كان العدد الصحیح الوجب 8: 1 - :[(0- لم +0-0(2) ] = ((0,0),( كم اذا کان ۶ عدد موجبا ما 
11 


وكان عل« اي عدد صحیح نحل المراححة اد 1 . فاد یز ۲ اذاکان علا ظ 8 . فاد 
3 5 
© > . وبالتاي . نرق انه اا كان العدد الموحب © . فثمة عدد صحه مرح N)‏ . یت ال امتر ححه 
سس ۱ 


1 (سب0) ۰ و هد چ ال (0,0) )ع كح‎ EN ))0,0( ي 3 > ((0,۳(,)0:0 )هاو لع,‎ 112 Ne 


في الفضء *© . اما لم 

زودنا المجموعة Jal R‏ د المنقطع (۳۰۱۲) . غدت المتوالية ا! سایقه تمسها غير متقار به من (0,0) ی هذا الغشضيء 

المنقطء . وق الحقيقة . فان الكرة المفتوحة ال تی مرکزها (0,0) ونصف قطرها 1 فى الفضاء لمنقصه هی )10,0 
3 1 

(۳۰۳۳) . ومن الواضح ان هده الكرة افر تستثي عناصر المتوالية جميعا . وهكذا . نرق ال هتواليه واحدة عناص ها 


ك حمم عه واحده . قل تكون متقا رب اوغ متا ر یه ودلاك عا تبععا للمسة الم نة الى برود میا السوعة . 


توبولوجيا الفضاءات العربه 44 


۳ -- نظربة 
لا کن أن بكرن لتوالية 0۸۷ ,2,۱) في فضاء متي (,6) آکثر من اة واحدة . 
البرهان 


اذا افد ضنا حدلا ان للمتوالية ۸6۸ .(م:) غبابتين محتلفتين ۷ ١ء‏ كان العدد ( D(x,‏ = نا . عندئد 
يكون التقاطع ,۱۷0۷ ۱۷:۵6 خاليا . ذلك انه لو انتمى عنصر 2 إلى هذا التقاطم . لكان (۱۷)۷,۵ع2 
و ,“)لاع 42 ولکان بالتاللي ع > (۷,2)(] و ع>12)*,2 . الامر الذي يؤدي الى التنافض التالي : 


۶ = ع +ع > D(x,y) > D(x,2) + D(y,2)‏ - ع2 


وهكذا . فإن القبول بوجود نبایتین محتلفتين ۷× بقتضي وجود كرنين مفتوحتین منفصلتین مرکزاهما ,× . وبما ان × 
ايه للمتوالية المفروضة : فاد جمیع عناصر هده المتوالية . باستتناء عدد منته منباء مو حودة ٤‏ (۷),۵ . ولا كانت 
9 منفصلة عن ۱۷)۷:۵ . فلا عکن أن تحوي 200,9 إلا عددا منیا من عناصر المتوالية » الأمر الذي يناقض 
وجوب احتواء ۱۷,۵ عل جمع عناصر التوالية ٠‏ باستثناء عدد منته ما . لدا . فان ر=× .م 


15" نظر یه 


الشرط اللازم والکای لتقارب التواليه 21 ,(,2) من × في الفضاء التري (72,2) هو آن وي کل جوار 


_ × حمء عناص التواليه باستثناء عدد منته منها . 
۳۳1 گے = 


الرهان 
لنفرض + با و لا اي حوار ل × . لا كانت لآ مجموعة مفتوحة . فثمة كرة مفتوحة (,)۱( محتواة في لآ . 
۾ عا ان X‏ پا یه المتواله ؛ فال حمه عناص هده المتوالىةeباسشتاء‏ علد مك ما توک :ی N(x,9‏ ۰ و بالتال مې حود 8 

, - ها ۴ 2 ان TE‏ م - 2 


U 


وبالعكس 5 للفرض ار ل اي جوار × وتي جميع عناصر المتوالمة N‏ ع ۱ | ما باستشناء » عدد منته سسا .ا كانت 
الک و ,)10 مجموعة مفتوحة ابا كان العدد الموجب © ؛: فإننا نستنتج ان اي كرة مفتوحة مرکزها x‏ نحوي جميع 


عناص المتوالية ۳۷ ,۲,۱) : باستثناء عدد منته ما . لذا . فان وال تمارب من × .9 


من المکن استخدام التوالیات في الفضاءات المئرية من اجل تعيين النقاط الحديةه وبالتالي من اجل تعيب 
اعم‌عات المغلشه ٠‏ عل لحه ما تين النظر بة التالية . 


۱۰۰ المدخل الى التحليل الرياضي 


۵ -- نظر ية 


لیکن (2,) فضاء متربا . و ۸۷ . عندئذ . يكون : 
(۱) الشرط اللازم والكافي كي تکون × نقطة حدية ل ۰۸ هو أن توجد متوالية من عناصر (*)- ۸ متقاربة 


مر زر , 


ا 


(۲) الشرط اللازم والكافي کی تكون 4 مغلقة . هو أن یکون لكل متوالية متقاربقه‌عناصر‌ها في هع نباية منتمية 
ال ۸ . 


البرهان 


)١(‏ لنفرض * نقطة حدية ل ه. لذا . ابا كان العدد الصحيح الوجب 8 . فهنالك عنصر ۸ حيث 
{x}‏ - ۸) م x, ENx,Ê)‏ داق لسن التحقق بان هذا , فض أن التوالية 20 ©2 ,181 (التى م 
الواضح ناء جمیع عناص ها الى [×) ۸ ) تتفارب من × . 


وبالعکس . لنفرض ×۸6 .4*1 متوالية من عناصر ()-۵ . غیت ان × ما تفا . اذن ابا کان 


و یه .و قاتا نج ان اي جوار ل يتقاطع مع 4 في نقطة ( واحدة على الافل ) مغايرة ل × 
وهذا يعني ان ۲ نقطة حدية ل 4 . 


02( لنفرض أن ۸ مغلقة وت ۷ [,م<) هتوالية من عناص ل نحيث 1 <- ,× ٠:‏ ولت أن 6۸ . 
لنقبل مۇقتا ان ۸ ای - nx eX‏ كانت 2-۸ مفتوحة و × عنصرا ما . فاننا نكون قد وجدنا 
جوارا 4 -× للنقطة × لا يحوي آبا من عناصر المتوالية . وهذا غير ممكن لأن × نهاية المتوالية . 
وبالعکس . لنفرضى أن لكل والية متقاربة فى ۸ نهاية منتمية إلى ۸ . إذا ۸ تك ۸۵ .مقلقة . فهنالك نقطة 
حدية (واحدة على الاقل) * حیث ۶۸ . عندئد نستنتج أنه ایا كان العدد اله مت الموجب ١‏ . فهنالك عنصر 
6 ۱ 1 و ف كيك > ۱ اك اس ۲ : 
7 ع حیت x, > N(x, =) ^ (A — [x))‏ . ال هذا يعني بان ۷۷ :(۸*) alge‏ متفار به في كد من النقطه × غير 
المنتمية إلى 4 . وهذا يناقض الفرض . لذا . فان ۸ مغلقة . » 


-- ملاحظة 


اذا كانت 2610 ,(م*) متوالية متقاربة في فضاء متزي (2,) . فانها تحقق الخاصة التالية : ابا كان العدد 
۱ الوحب. ۶ . فثمة عدد صحیح موج :۱ نحيث تتحقق الم اححه € > (,, )۲ اذا كان m,n‏ اي عددين 
صححين موجيين حممان الشرطين ۷۶ 22 .علخ * ۱ . 5 امه . ادا کان e,‏ + فهنالك عد د صحح موجب 


نويولوجيا الفضاءات المترية ۱۰۱ 


۰ میٹ > ,00 عندما ۸<۸ . ویترتب على هذا أن : 


E‏ ف + < ودر Nı => D(x ,X,) > D (Xm ,X) + D(x,‏ 2 11ئ1] 


3 
2 

تسمى كل متوالية تحقق هذه الخاصة متوالية أساسية سية ؟ أو متوالية كوثي . . وهکذا . فانه یترتب عل ما سبق آن کا 
متوالية متقاربة في قضاء مري هي متولية أساسية . ون ن الحدير باللاحظة ان ال مس غير صحیح . اي ان المت اة 
الأساسية ليست مغارية بالضورة . وغل سيل الال : اذا عرفنا على الجموعة [0,1[ المثرك النسى الناتج عد الدله 
المألوف على ۴ . فإننا نجد فضاء متريا . من السهل التحقق من ان ۷۷( ) متوالية شڪ هذا الفضاء .. بند 
ان هذه التوالية غير متقاربة ۰ ذلك أن النقطة 0التى ينبغي أن تکون نهابة لالهلا تتمی الى المجموعة [0,1[ 


ان الفضاءات الترية . الي تکون کل متوالية مان فسا متقاربة . تشغا مرکزا مر موقا و التحليل الرياضى . لذا 
وجد من الناسب ايراد التعريض التالي . 


۷- تعريف 


نقول عن فضاء متري (06,0 انه تام إذا كانت كل متوالية اساسية فيه متقاربة . 


۸ -- نظرية 


ان فضاء الأعداد الحقيقية ا مألوف ۴ تام . 


الرهان 


لتكن ۲,(:۸۱۷) متوالية اساسية في +1. سنعين متوالية من الاعداد الصحيحة 8,۱,۷ بطريقة التدرج 
على النحو الاي : تأر 1ء Tl,‏ اصعر عدد صحیح اکر من Tl‏ کت أنه ادا کال ,, ,0 ۶ 1:۱ 2۶ mM‏ . قال الم احددة 
2 >|,*- م تغدو محققة . ومن الواضح ان امكان هذا التعيين للاعداد 84 ناتج عن كون المتوالية 
6۷ ۰(:*) اساسية لفرض هآ ال المغلق [*2 + ,«×, 2-4 حم ,]لما کان -*-2 > ام ما ہ×ا. فن السهل التحقه 
أن با اما ریت با انین. من الواضح آله اذاکان په دم . فان ,1ع مه . وبالتالي . واستنادا إلى نظرية 
انحالات التداخلة ( ۲,۵۹۲ ) ۰ فاننا نستنتج أن للمجالات التداخلة ,1 تقاطعا غير خال . فاذا افترضنا أن ,761 أي 
كات ۲ فن الممكن التحقق عندئذ من أن -*-2 ۱-6 اا كان 0 خث 0 دہ . وبالتاي . فاد 
× = ,۱۳ . الأمر الذي يترتب عليه أن التوالية الأساسية 10 ©8,(م*) متقاربة في 8 . اي ان فضاء الاعداد 


الحقيقية امألرف تام . 
۹ - مثال 


لناخذ الفضاء الاقليدي "© (۳,۱۵) . سنبين الآن أن هذا الفضاء تام استنادا إلى تام الفضاء 


١ ٠ ۲‏ المدخل ,ال العلا تحلیل الرياضي 


الرهان 


لتکن ١6م‏ ,(”*×) متوالية اساسية م ن عناصر "۴ . بعنی هذا أنه يقابل كلّ عدد موجب ء عدد صحيح 


میی × کت تتحفق ی xX,‏ ( ۳ 1 ابا كان العددان الصحيحان الموجبان و اللدان نگران 


بویت اس 0 رص ها ها ی را ۱ ۳ ۱ 
کک وف قرش ( مد :موی ات چ مدقل . عد اند آنا کان ...يق و جع فان عع ۲-۸ | أيأ کان 


۱ 0 اعا ° 
العددان الصحيحان الموجبان ,م اللذان بکیران ۰ . وهدا بع أن ۷ ,(2۱) متوالیه عددية اساسية . ولا كان 


۲ ۱ ل Fi‏ يا 1 - ۷ ۳ 0 1 تا ۳ 3 ۳ 8 
أ ۳ ۱ ١‏ تم ۹ 5 | 5 1 1 : ١‏ امور اام 1 1 سے 5 ١‏ نا 
الفضاء ۴ ناما فال المتواله مشار ده . تفر أن +# = ی 11۳0 ن ۰( ح كلاعندثل ري بوصو ال 


هسم 


۱ - نتبحة 
لا كانت كل متوالية متقاربة في فضاء متري هي متوالية اساسية . فان الثالن السابقی بینان بان الرط اللازم. 

والكافي کي تکون عتوالية | ی فضاء الأعداد اخششه ارف بوج اعم ۰ الفضياء الأقليدي دی الأبعاد 1 . متا زر به » 

هو ان تکون متوالية لب ق کا ل من هلين الفضاءين . وبعبارة اخری . فإن صف التوالیات الاساسية في كل من هذین 


الفضاءين بتطايق و E‏ ت التقار به 


ان سب اهمية الفضاءات التامة . یهن في انه عندما ينبغي اثبات تقارب متوالية في فضاء تام . بك البرهان على 
ان هذه التوالية اساسية . وهذا يعفينا من البحث عن نباية هذه المتوالية . ولابضا- هذا نورد المثال التا! 


۲ مثال 


کک nN‏ (:2) متوالية في ۲ خيث3 = :1:8 = 8»في حين تتحدد بقية العناصر بالدستور 
( ,8 + .م( = و م3 ابا كان 1 س N‏ . و الي‌ک. التحقق هي ال ۳ E‏ ام - وم | ايا كان 11 .N‏ 
9 ع سا ت متا و - "2 


وبالتاي . فادا افّضنا "<١‏ . لحد 


= | يق + مس ان اس êl +e‏ يها .]روا la‏ 





1۳۳ كن 
۰-2 2 هام 3- ۷ 2 


وع یه وا 
سید ت۳۳ 3 e‏ 


۱۱۱۱ و عات ۱ 1 ۱ ۱ 
وبالناي . فادا كان €٤‏ عددا موجاها. شن الواضح وجود عدد صحیح موجب N:‏ . خی 4 »۷ 2 
۱ 3 


تو بولوعتيا الففياءات الم ية “ا ۱۰ 


لنفترض 11 ۲۲1 عد دن ص هو بح حت كد 2 m,n‏ ندید . بلاسعظ ان 


ییا 





€ > | بر - |an‏ جد ع > . 1 a> i"‏ :2 چ 24 20-12 چ "2 د21 = m,n 2< N,‏ 
۷ 3 


وبالتالي . فان متوالیتنا اساسية . ولا كان الفضاء ‏ تاما (۴ ۳۰۵۹) . فان هذه التوالية متقارية . 


تخت هذا الیند بام أن واحد 8 من اهم نظر بات علم التحلیل ۱ رياضي . ذلك انپا أداة فعالة عند الح الي العد ند 
من نظريات الوجود في العادلات التفاضلية والتکاملية والحيرية . وسنقدم هذه النظرية بالتعریفین التاليين . 


۳ -- تعر شف 


یک × خموعه غير خالية . ولتکن × +× :ص داله ما . نمول عن ,كا من × انبا نقطة ثابتة للداله © . 
إذا كان × = (ه×)ص. ايي إذا لم يتغير خيال مد وفق الدالة ب. 


ان كثيرا امن انسائل 2 تي تبحت عن سا ونان ما « یاه اي و الال سوا مسائل ۳ 


حفيق . .وس 7 + 522 = 2× = (() مه نقطة ثابته . 
یک (X,D)‏ ف 57 ۱ ولتکن ۷ +¬ X‏ : ىل د ال ۳ ۱ تقول عن ې 5-5 دالة تقليص: ادا وجل ړل ت سد 2 


٠ 3‏ ت | >2 >() . ولحت 


۲2 ((۷)م, (<)ب)‎ > aD(x,y) 


۵ فان 
لنأخذ احموعة [ 0.4 المزودة بالمترك النسبى الناتج عن المترك الالوف على * . ولنعرف على هذه احموعة الدالة 
دې اعددة با لدسته ر 2 - ۳ . بلاحط اه ابا كان ( +,0[€ x,y‏ 5 فان 
او - »| > ۲-۷ | + = ۵-۷ = |(لا)ب - («)م| 


دا فان ې داله تغليص 


۱۰ المدخل الى التحليل الر باضي 


۹ -- نظرية النقطة الثابتة 


ليكن (0,») فضاء متربا تاها و 2-۷ :م دالة تقلیص . عندئذ . تة نقطة ابتة وحيدة للدالة م , 


البرهان 


ابا کان العنص ال ¥ من * . فان(,)(61 > ((۱۷)ي, (< )ب) 00 بح [ >2 >0 , لشرضص 7 ا ۳ 
من × ولتعرف التوالية 8 ,(,») بالساواة ل ماب - موحیث ...,1,2- لاحظ آنه ایا کان العدد م من 
N‏ فال 
Dex, _,),p(xn))‏ = لمیر D(x,‏ 


> ۱]: -ı,X,) 


FF a BB hd E E E E FEF FF‏ شه نت 


> a" D(X, „XJ 


وهكذا فاذا کان m > n‏ قان 


D(x, ل >( ما‎ D(x,,x,,,) 


> (ركاري:)2‎ 2 a < a" D(x,,x,) 2 al 
۴ 2 


F=n 





8 D(xg,X,) 


من السهل ملاحظة أن هذا يعنى بأن 16۸١N‏ ,(م*) هی متوالية أساسية . ولا كان الفضاء (2,×) تاما » فان هذه 


), . :)اه > D(e(x),x,) = D(p(x),p(x, _ J)‏ 
شن السهوله عکان رؤيه أن (× اي +- ۸ . ولا كانت المتوالية 8 قضاء معري ا مکل ان تتمارب من عباتن محتلفتین . 


فان × - («)مه‌اي أن × نقطة ثابتة . هذا . ولا عکن وجود نقطة ابتة أخرى ل م . لأنه لو افترضنا جدلاً أن ثمة نقطة 
ثابتة لا ل ب محتلفة عن × . لكان #۶0 (ل,×)0 من جهة . ولکان من جهة احری 


D(x,y) = D(e(x),e(y)) > a D(x,y) 


الأمر الذي لا بمكن أن يتم لأن ڪي 


تو بولو حيا الفضاءات المثرية ۵ ١‏ ۱ 


5 الفضاءات المتراصة ( الملتحمة ) 


Compact Spaces 


بعتير التراص في الفضاءات المثرية . والذي كان اول من اورده فريشيه عام ۱۹٠١‏ م. من اهم المفاهيم 
١ ۱ ١ ۲ 1 5 ۱‏ ع 5 
لتو بولوجية . وستری ‏ الفصول اللاحقه ان کول الفضاء المتري متراصا بسیغ عليه كثيرا من الخواص اضامه . 


1 - تعریف 


تقول عن جاعة من احموعات الحزثية 34 من فضاء متري (06,1 . إنها تخطی × . أو انبا فقطية ل × . 
اذا كان اججّاع عناصر ۷ بساوي × . وتسمى هذه الماعة تغطية مفتوحة ل × اذاكانت عناصرها محموعات مفتوحة 


65 تعر یف 


قول عن فضاء متري (6,0) انه متراص (او ملتحم) » اذا حوت كل تغطية مفتوحة 26 ل × جراعة جزئية 
تیهام 37 القطل × ك#ذالق + ای اذا خث كا اتنطية مفتوحة ل ¥ تقد اه تیه ل. 6 


۳ -- مثال 


كل فضاء (0,0) مول من عدد منته من النقاط متراص ء وذلك » لأنه اذا كانت ۷ أي تغطية مفتوحة 
ل این ۱9 = LAX‏ فهنالك عناص 1 € پلاه. . ,لا کت ,لاع و ۱۰۰۰ رلاع x,‏ وبالتالي فال 


٤‏ مثاب 


ااذ امجموعة 10:1 = X‏ المزودة بالك اسي D‏ النائج عن الم( الالوف عل R‏ .من السهل التحقق ان 

أن الرعة ,nEN}‏ ]الم 4 تشكا تغطبة مفتوحة ل ]0,1[. ونترك للقارىء التحقق كذلك من أن هذه التغطية لا 
n +‏ 

مک أن لحي تغطية جزئية منتية . وبالتالي . فالفضاء (2,×) ليس متراصا . وسنری في ( ۳,۹۹٤‏ ) » انه ادا استعضنا 


عن المجموعة × بانحموعة [0,1] » فان الفضاء الحديد يغدو متراصا . 


١ ۰‏ الدحل ال التحلیل الرياضي 


۵ تعر ينف 


ليكن (06,2© فضاء متربا و ۷ محموعة جرئية من × . تقول عن جاعة 4و من انحموعات اة مه × 


انا تغطية ل لاءإذا حوی اجماع عناصر هذه الاعة امحموعة ۷ . ونقول عن ۷ انبا متراصة في × إذا كان الفضاء 


5 نظرية 


ليكن (0,) فضاء متريا و ۷ مجموعة جزئية من × . إن الشرط اللازم والكاني کی تكون ۷ متراصة ف × 
هو ان نحوي كل تغطية ل ۷ عجموعات مفتوحة في × تغطية جزئية منتبية ل ¥ . 


البرهان 


لنفترض ۷ متراصة في × . ولتکن (1ع۸:۱:۱) تغطية ل ۷ عجموعات مفتوحة في × . عندئذ . تشکل 
الجماعة (1 ع | ,۰ 4:۸ ]تغطية ل ۷ عجموعات مفتوحة في ۷ . وبالتالي. فهنالك جاعة جزئية منتبية [ (ه,. . .,1]ع 16 : ريه 
نغطي ۷ عجموعات مفتوحة في ۷ . وعندها . تشكل [[م,...,6]1 ۸ ,رشا) تغطية جزئية منتبية من التغطية المفتوحة 
1ك ل ۷. وبالعکس . للنقترض غحقق شرط النظرية . ولغبت آن ۷ مثراصة فى 52 . كك اغ ,"ها 
تغطية ل ۲ ممجموعات مفتوحة في × . لنقاب لكل 1 من 1 عجموعة ,۵ مفتوحة في × . خيث :۸ م ۷= ,ان 
11 :4) تشکل تغطية ل ۷ عجموعات مفتوحة في × . وبالتالي ۽ استنادا الى الفرض تغطية جرئية مندبية 


(A; ۱:۰۰:‏ د ۷ وعندئد تکون ((6)1,....0 6 : ,۵ تغطية جزئه منیه من (1ع1: ,۸)ز ۷ . ه 


هذا . ونم لد للقاریء التحقی ت صح النظر به الا لمه ۱ 


۷,-- نظرية 
ليك (لایش) فصاء معریا 7 وگن 1۲ جموعره حجر نمه غير خالية من ف :۹ ال الشرظ لازم والكاني کی تكون 
محموعه حزئية ۲ من ۷ متراصة ی ۷ هو ان تکون € متراصة ىق × . ۱ 


۳,۸ -- ورف 


يكن (لآ,») فضاء متريا و [1ع1:,ه) جاعه من احموعات الحزئية من × . تقوب عن (161: ,۸) ان 
جاعة متمركزة ( او جاعة متمتعة بخاصة التقاطع التي ) إذا كان لاي جاعة جزئية منتپية من [161,: 14 تقاطع غير 
خال . 

إن تقديمنا هذا التعريف يساعد في إيراد معیار بالغ الأهمية من معابير تحديد الفضاءات التراصة . وذلك من خلال 
النظرية التالية . 


توبولوجیا الفضاءات الترية ۱۰۷ 


۹ نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي يكون فضاء اسا . هو ان بکون لي حاعه متمركرة (1ع1: ۰ من المجموعات 
الحزئية المغلقة في هذا الفضاء تقاطء غير خال . 
. فر بعر 


البرهان 


يكن (0»,2) فضاء متراصا . ولتكن 161+ )۴١‏ . اي جاعة متمركزة من انحموعات الحزثية المغاقة في 
5 - ی أن افيا عرض قا أن 0 ۳۷۴+ هة یکون ۱ ,26-6۴ او 
× = (:۳ -2),لا. ولا كانت ,۰-۳ مجموعة مفتوحه في (12,) ابا كان 1 من ۱ ۰ فإننا نستنتج ان 
 )2-۴,:161(‏ تشکل تغطية مفتوحة ل (2,) . لکن (2,۵) فضاء متراص . إذن عة تغطية جزئية منابية . 
ولتكن للصء..مط1اععا! : ,2 -ة). من التغطية الممتوحه !1 ع1 * ,2-۲ للفضاء ((6,1) . ویترتب على هذا أن 
X= U(X-F;)‏ .او ۶-۱۳ - 26 الامر الذي بنجم عنه ان © - تن ولكن هذا يعني ان الاعة 


(161: ,۳) غير متمركزة . وهذا مناقض للفرض . وبالتالي » فان © 0,۳,۶ . 
وبالعکس . لنفرض أن لاي جاعة متمركزة من انحموعات الحزئية المغلقة في الفضاء (26,0) تقاطعا غير خال . 
ولعت أن (06,0 فضاء مراص . لتکن (61:: ٫لا]‏ اي تغطية مفتوحة هذا الفضاء . عندئذ . یکون 
2- ,لا رلا-(. أو © = (0,06-0 . ولا كانت ,لا -× محموعة مغلقة في (8,) . فاننا نستنتج أن جهعة 
احموعات الحزئية من × المغلقة (161: ,لا -×] ليست متمركزة . وبالتالي : جد استنادا الى التعریف (۳۰۵۸) ان 
هنالك عددا منتبيا برلا-26,..., لا من عناصر اماعة[1 16 :ل17-1. نحيث ان © - (رلا )۱ أو 
5- ,,لالا-< . الامر الذي يتعين عليه انا = ,لا لا . ولکن هذا يعني أن ((10,,:*11,...,0) تشکل تغطية 


حزئية منتبية من التغطية المفتوحة الاختيارية [161. بلا) للفضاء (2,×) . أي أن (2,۲) فضاء متراص و 


۱ -- نظرية 


ای محموعة جزئية مغلقة في فضاء متراص (2,×) لا بد وان تکون متراصة في .× 


البرهان 

ليكن (06,0 فضاء متراصا . ولتكن ۸ محموعة جزئية مغلقة في . (,06 . لنفترض [161: ۴) أي جعة 
متمركزة من المحموعات الحزئية من 4 والمغلقة في (۸,۳۸). لما كانت ۸ مغلقة في (0,×) . وکانت ۴ مغلقة في 
(,ه.ه)ة أياكان 1 من 1 . فان ,۴ أباكان 1 مغلقة في (06,0 . وبالتني ‏ فإن (161: ,۳) جيعة 
متدركرة من المحموعات الحزئية الغلقة في )×,D(‏ . ولا کان ((2,1) متراصا ‏ فال 2 غو ,۳ ,۲۱ اشتنادا ان 
(۳,۹۹) . وهکذا نرى أن لاي جاعة متمركزة من انحموعات الحزئية المغلقة في  )۸:0۸(‏ تقاطعا غير خال . إذن 
فالفضاء الحزني ( (4,24) ) متراص . 


۱.۸ الدخل الى التحليل الرياضي 
۲- تعریف 


نقول عن کم عه كر مل فصاء مرق (X,D)‏ اغب مجد ودق»ادا و حلت كرة معتوحه N(x, ,K)‏ 
مرکزها نقطة ما × من 26»ونصف قطرها عدد حقيق موجب × . نحيث A۸٩ N)x,,٤(‏ . 


۳ -- نظرية 


کا ل مجموعة جزئية متراصة 4 و ي قصاء مري (X,D)‏ لا بد وان تکون مغلقة وحدودة . 


المرهان 
یکت 8 شرا ووا ا فى هس ولیک یامه عند ایب ان نة جوارا رلا ل × 
- ا ی ع كان 3 ی 

وجوارا ,۷ د ۷ خی © = ,۷ 9 (اذا رمزنا للعدد الموجب (لا,*)2 ب 26 مثلا . فن المکن از 


N(x, N, = ۱۷۲)۷,۵(‏ = رلا). ان الجماعة له © لا: ,۷) تشکل تغطية مفتوحة ل ۸ عجموعات مفتوحة في × ولا کانت 
۸ متراصه . فثمة عدد منته من النقاط ‏ في ۸ . ولتکن ملاء...,۷ . نحيث تشکا((1641:...,0: :۷۷ اتخطة 


ف ل ولا توف ان ,ولالا - نا و ,رال - ۷. ی الواضح . ان لاع« ACV,‏ 


و © = ۱1۷ . وبالتالي » نکون قد قد وجدنا أنه ایا كان العنصر × من ۸-× . فثمة جوار ل × هو لا . يث 
۶-۸ 06ل . اذن ۶-۸۵ مفتوحة (لاذا؟) ‏ اني آن ۸۵ مغلقة . 


بق علینا اثبات محدودية ۸ . اذا كان ×٠‏ عنصرا اختیاریا من ۰26 فان الکرات الفتوحة (۱6«,,8 ۰ حيث 
2۰ تشکل تغطية مفتوحه ل × . وبالتالي ‏ ۸ . ولا كانت ۸ متراصة. وکان(م, ,)۱ 2 (1 +ه,ى*)لاايا كان 


۵ هن N‏ فمك خاد ا مو حب 1 حيبت ( الى N(x.‏ ع ۵ ۳ وهدا يعي ان A‏ لوده 5 


إن عکس هذه النظرية غير صحیح بعامة ؛ الامر الذي يبينه الثال التالي : لتکن × مجموعة غير منتبية . ولتزودها 
لك المتقطع 0 ۳,۱۲۱). من الواضح .أن × محموعة مغلقة (۳۰۳۹۲) ومحدودة (لأن (80),2 عا حيث *عنصرما من 
5 (۳,۲۳)). بيد ان هذا الفضاء ليس متراصا : ذلك انه لا يمكن ان نستخلص من التغطية الفتوحة 23 *: *) لهذا 
الفضاء تغطية حزئية نة . أذ آن اي تخطة جرتة مه من هده التغطية لا تغطي الا عددا منتهيا م ن عناصر × ) اي لا 
تغطى × بأكملهاءلكون × غير منتبية . وهكذا نکون قد وجدنا بان کون المجموعة الحزئية من فضاء متری (6,1) مغلقة 
ومحدودة لا پترنب عليه انبا متراصة . الا أنه من الاهمية عکان أن نع بان هذا العكس بصح في الفضاءات الاقليدية "۸ 
ابا کان العدد الصحيخ مرجب ١‏ . وسنقتصر في النظرية التالية على اثبات هذه الدعوى في الحالة 8-1 . اي ي حالة 
الشفساء احق ال تالف ۲ . 


تو بولوجيا العضاءات المعربه ۱۰۹ 


) Heine-Borel نظرية (هاين  بوریل‎  " ۶ 


كل محموعة مغلقة ومحدودة 8 في فضاء الأعداد الحقيقية الألوف ‏ لا بد وأن تکون متراصة في © . 


الرهان 


لا کانت 8 محدودة . فهي محتواة في كرة مفتوحة (۸)×..۸ في ۴ . أي في محال متو ]3.6[ مشلا . فاذا 
رمزنا للمجال المغلق [ط,3] بر ۷ ٠‏ فإننا نستنتح ان ۷ ۴۶ . لناخذ الان قش محري 1 ,۷۵ حيث 2۲ هو 
المترك النسي على ۷ النانج عر ن امرك المألوف على ۳ Û.‏ كان 8 ۷۵ د ۶ ٠‏ وکانت ۴ هي شاه الخ 2 
ضا . فان ۴ مغلقة في (۷,۲) (۳۸۳۹۲) . واستنادا ال النظرية (۱۸, بكي للرهان على ان E‏ متراصة ف 
( ۷,۲ )»اثبات ان تبرت | [.ة] - ۷ متراصة في ۴ . 


لتكن [۱ع۱: ,لا تغطية مفتوحة ما ل [2,9] . حيث کل من ,لا محموعة مفتوحة في ۴۸ . ولزمز ب ۸ 
حموعة العناصر ‏ من [2.0]) نحيث یکون ل [«,3] تغطية جزئية منتپية من التغطية (۱ع:: لاب . ان ۸ غير 
خالية . اذ انبا حوي العنصر 2 على الأقل . كذلك . فان 4 محدودة من الأعلى . اذ أن ۲ عنصر حادٌ من الأعل 
ل ۸ . واستنادا الى مسلمة العام ( ۲۰۵۱ ) . فاننا نستنتح ان ل ۸ حدا اعلى . اي ان عه عددا ۳ خيث ناو > 11 . 
سنبين ان 88 ينتمي إلى (8:0] . من العلوم أن أي جوار للحد الأعلى ص ل ۸ لا بد وان بقاطع ۸ . لکن 
[ا:2] ۸ . اذل اي جوار ل" لا ند وان بتقاطہ ع مع [طبة] . وياسو فان 5 53 Ip‏ 


Cl([a,b]) = [a,b]‏ لان [طبق] ر ۶ . اذن [2:0] ۳ . لنفترض ن آن عنصر اك تغط (161: ,لا 
الذي خوي ۲ هو يبلا . لا كان عدا لجار ل لا بد وأن قاط مع 4 + فة عصر من م . حلب 


۷۵ . وت وال61 . و استنادا ال تعريش ۸ . هنالك 11 جزئبه مندبية ل [2:1] من التغطة المفتوحة 

(161: ا . فإذا كانت هذه التغطية الحزئية هي ( ,,لا.....,,لا )۰ فاننا نستنتح أن(م,لا,...,,,لاءو,نا) تشکل 
تغطية جزئية منتبية ل [2,۳] من التغطية المفتوحة 13ع:: ,لا] ل [طبف] . فاذا اثبتنا أن اد" . فاننا نكون قد أتممنا 
البرهان على ما نبغي. في الحقيقة . إذا افترضنا مؤقتا أن 6 > . فان هنالك عناصر أكر من 8 في (.2) محتواة في 
E‏ . وهذا يعني أن هنالك عناصر من A‏ اک ن 5 (لان هذه العناصر التغطية ( ,لا,.. os:‏ با بها ولاس الذي لا 
عکن ان بقع أن ۸و > 20 . وبالتالي . فاد 6 .m=‏ 


وهکذا ٠‏ فان (۷,۳۷) فضاء متراص و ظ محموعة مغلقة في هذا الفضاء . اذن ۴ متراصة في هذا الفضاء الحزنى 
Rj (Y,DY+,)‏ وبالتالي . قان € مه اصه 3 68 ( ۳:۱۷ ) .9 


توفر النظر بتان الاخبرتان صفه مميزة سبطه للمجموعات المتراصة بي الفضاء ۴ . ذلك انه يثتب غلبي أن 
الشرط اللازم والكافي کی تکون محموعة جزئية من ۴ متراصة؛هو ان تکون هذه انحموعة مغلقة ومحدودة . ورغم أن 
النظرية الأأخيرة تعلق بالفضاء **فهي تصح كذلك بي ”۸ . وبالتالي . فالصفة المميزة التي ذکرناها للمجموعات المتراصة 


١١ ٠‏ المدخا الى التحليل الرياضى 


ج 


ي ۲ تبقى صحيحة في الفضاءات ۳۳. هذا . ولا توجد صفة مميزة بسيطة للمجموعات المتراصة فى الفضاء المترى 
العام . دا . يتوجب علينا ان نبحث ف الصفات المميزة للمجموعات المتراصة في كل فضاء متري على حدة. هذا . 


وغالبا ما تكون هذه المسالة غابة في التعقيدءإلا نها واحدة من أهم المسائل في التحليل الرياضى . 


ب 
۵ 7 تعر نف 


بقل عن فضاء متري (۳0,) إنه متراص بالتوالي . إذا حوت كل متوالية في × متوالية جزئية متقاربة . 


سنورد الال نظرية دون ان تقدع الم‌هان علا . وم: الیگ. ال برجم القارىء مثلا إلى الرجه الذي يشغا 
۱ ۱ ۷ : سا سید 2 5 3 ي وات ذا 
الترتب (17) ی فاعه الم اجه . 


15" نظرية 


الشرط اللازم والكافي کی يكون الفضاء التري متراصا هو ان یکون هذا الفضاء متراصا بالتوال . 


2 


توبولوحیا الفضاءات المثرية ١١١‏ 


۴,۷ س الفضاءات المتصلة ( المترابطة ) 


Connected Spaces 


اذا رغبنا في تقديم تعريف بعيد عن الدقة الرياضية للفضاء التصل ‏ قلنا إنه فضاء متري موف من " قطمة 
واحده و و ید؛ حه مابله من الدقة . ننا القول عن قصاء مري انه عبر متصل ٠‏ اذا كان مولا من فطع منفصلة" 
احداها عن الأخرى . وعل هذا الاساس . فقد تخال محموعة الاعداد الحقيقية ۴ الزودة بمترك (1 فضاء متصلا . في 
حي نعتمر احموعة 8-167 الزودة بالتوبولوجیا النسبية فضاء غير متصل . بید أت الأمر لیس كذالك . اذ سنری أن کلا من 
هذین الفضاءين قد یکون متصلا او غير متصل . وذلك منوط بالتوبولوجيا التي نزود با احموعة 8 . وسنعکف في هذا 
البند عل تقدانم تعارك رياضية دقيشة الفضاءات اا-صله وغر ااحصله . وإخاد الخصائص الرئيسية ده الفضاءات سسا 
البالغة عد ذاتها .. ولساهمتها الفذة في تطوير بعض نواحي التحليل الرياضي وعلر افندسه . 


۱ تعریف 


بعال عن فضاء مي ((2,1) إنه متصل أو مترابط . اذا ل تكن × اجیاعا لمجموعتين جزئيتين غير خاليتين 
منفصلتین ومفتوحتین في × . واذا لم يتحقق هذا الشرط . فاننا نقول إن (5,×) فضاء غير متصل . اي أن الفضاء غير 
التصل (10,) هو الدي 5ه ال یعس علية بإجماع عموعتی جره E,‏ غير خالتن ا ومسو حت إل × بت . 
ونقول عن محموعه حزئية ۵ من × ابا متصلة ( غير متصله ) في × . ادا کان المضاء الحزن ( ولآرث) متصلا (غر 
متصل ) . 


امار" # نتبجة 


4" ا اک 5 ارد ادا 3 ر ۷ ایا 8 25 4 3 حت U,Y‏ جيه عتا ل منتصتال وهشثء حتال 5 A‏ 5 فال ۷ 5 U‏ 
bi‏ 1 7 اي نس ا۴ 
۳۷ و ی 4 اس 3 1 ا“ 1 !] از ات | ا * a‏ ..۷ : = 
حم عدا ل نیت ل عشب ۹ 4 ۱ س - © كردا ۵ ال الس حل ايار : ه والحاي قي تجهب الشتساء (X,D)‏ رر مسال 


يي 
ا 


ی کے اام ی اي “ف 3 1 "۳ 3 SES E al‏ ل الأو كب : 
(متصلا) . هه إن يحون ( لا يخون) بلامكان التعبد عن × باجما خ محس‌عتی حائتس غ خالتن منقصلتن معاشتی ؟ 


xX 
سب م مثا‎ 


5 ی‎ ET 4 و‎ 5595 5 E 
. ل اى مدعد وحدة العنف بي فضاء مرى (0,) . لا بد وان تكن متصله.‎ 


۳ 


۱ المدخل الى التحليل الرياضي 


۷٤‏ مثال 


انا خحذ المجموعة الحزئية [1,2[ نا]1,1 -] = ۷ ثي الفضاء ۴ . نا كان ]2,1 -[ ۲۸ = ]1,1-] وکا 
3 ۷ = [1,2[ . فان احمه‌عتین الحزئيتين [1,2] و ]1,1-] من ۷ ممتدحتان یل( ۳:۲۹) . ولا كانت 
کک انیس سا کے کا ا ليتين ومنفصلتین . فان ۷ محموعة جزئية غير متصلة في 8 . 


سنورد الآن نظرية تحدد بصورة تامة المحموعات الحزئية التصلة في فضاء الأعداد الحقيقية المأليدف 8 


هلا,” ‏ نظرية 


لیکن ۴ فضاء الأعداد الحقيقية الألوف ولتكن ۸۵ مجموعة جزئية من 8 . إن الشرط اللازم والكاني كي تکون 
A‏ متصلة هو أن تکون محالاً. 


الرهان 


لنفترض اولا آن ۸۵ متصلة . ولش لست اغا تحال ٠‏ التسار جدلا ن هنالف اعداد *لنة 
2و۷ . ات 2 >> وت شرع 1,2 و ۲۶۸ ,م ن الواضح . 7 زة ۳ ان 
(]©» + لاز (AN‏ ب (إلاره» -[ A = (An‏ . وسرت على هذا ان م اجهاع محموعتین حزئيتين عه ر خاليتين (لأن 
إلار»ه -[ ۸ و ]هه +,[ 2۸ ) منفصلتین ومفتوحتين ۳۰۲۹۳۸) . بش عدا أن : أن ۸ غير متصلة خلافاً 
للفرض . اذن ۵ لا بد وأن کون محالاً . 


وبالعکس . لنفرض الآن ۸۵ غالا ولتثبت أن ۸۵ متصلة . للم جدلا کش نضا اف 
۷ دالا = ۸. حيث تا و ۷ محموعتان جزئیتان من ل غير خالیتین » منفصلتان ومغلقنان في ۸ (۳.۷۲) . لذ 
فهنالك نقطتان ع,د من 11:۷ على الترتيب (لأن 0,۷ غير خالیتین) . بحيث #2 (لأن 1:۷ منفصلتان) ؛ 
و عکننا دون مس للعمومية افتراض ان 2۶ . للاكانت ۸ محالاً . فان ۸ > [2,] . کا أذكل عنصر من [2 (x,‏ 
موجود ىق لا او في ۷ . لنرمز ب ر للعنصر (لآ 2[6,<])ضناة = ر . ان لا موجود استنادا ال (۲.۵۱)؛ دك ان 
احموعة ا 2[0,*] غير خالية (لأنما تحوي العنصر × على الأقل) ۰ ولأن هذه المجموعة محدودة مر ن ای بالعنصر 
ع . ل اكان أي جوار للحد الأعل جموعة لا بد وان يقاطع هذه المجموعة (لماذا) . فإن أي جوار ل لا في 4لا بد وأن 
بتقاطع مع 1 2 . وبالتالی > فان اي جوار ل 2 في م يحب أن بقاطم لا ؛ وهذا ین أ ۷ عنصر من 
Cu‏ في ۸ . لكن لا مغلقة في ۸ ۰ إذن لا فرق بين نا و 00 1 ۸ . الأمر الذي بترتب عليه أن 
ل1 نز . نستنتج من هذا أن ج ۷ ذلك از لو کال 2 ۷ . لوجدنا آن yev‏ (لأن 6۷ 2 ( ی ۱" عکن 
أن تلان ۷ منقصلتان . لنفترض الآن ع أي عدد موجب نحيث ۷+٤٤2‏ .ان ۷+۶ نیب أن يتمي الى 
٠ ۷‏ ذلك أنه إذا لم , بم دلك ۰ فان y+eeU‏ ؛ وعندئذ نستنتج بان y+e€e[x,z]n U‏ وا ین أن تة خم 
۷+۵ اک من ۷ ي سح لا 216 ۰ التى حدها الاعلی بو » وهذا غير مکن . وبالتالي فان 1ع + ١‏ 
ويترتب على هذا > أن اي جوار ل بر في ۸ لا بد وان يتقاطع مع ۷ . وهذا يعني ان ر عنصر من ([10© في 4 . 


توبولوجيا الفضاءات الغربه م ١ ١‏ 


لكن ۷ مغلقة في ۸ + إذن لا فرق ب ن ۷ و 00 في ۸ ٠‏ الأمر الذي يتن عليه أن ۷6۷ . ونکون -بذا قد وقعنا 
في نناقض . ذلك أن ۷ ۷۱10 . في حين أن © = ۷ 1۸ . وبالتالي . فلا بد أن يكون احال ۸ محموعة متصلة . 
وبذا يتم إثبات النظرية . و ۱ 


- نتباجة 


(۱) لما كانت المجموعة ۸ هي احال ]© + -[. فان الفضاء ‏ متصل . 


(۲) احموعتان 2,2 هما المجموعتان الحزئيتان الوحيدتان في 8 الفتوحتان والغلقتان في ان واحد . 
الرهان 


لتکن ۸ محموعة جزئية من ۴ مفتوحة ومغلقة في آن واحد . عندئد : اتكون A‏ ,لهم محميرعتين مفصلتن 
کر ا باون 5 . ولا كان الفضاء ۴ متصلا . فلا بد أن یکون 0 - ۸ آو 6 8-۸ . 


ونقدم النظرية التالية شرطاً كافباً كي یکون اجاع جاعة من انحموعات الحزئية التصلة في فضاء ما حموعة متصلة . 


۷ نظرية 


اش ۸,۱1 حاعه من احموعات احزئیه تصبه ٤‏ الشضاء المتري (قای2) . یت 
0,۸,۵ . عندئذ تكون ,4 ,لا - 4 محموعة جزئية متصلة في × . 


الرهان 


لنفترض جدلا . أن ۸ غموعة متصلة . اذن مالك محموعتان ۷,] كرام ۷ عیث تشکل A۸۸۷‏ 
و لا كك محموعتین غير خاليتين منفصلتين اجاعها يساوي ۸ . ليكن × عنصراً من ,0,4 . إذن 6۸× . 
وبالتالي فاما ل € × او ۷۷ . لتفترض ملا x € U‏ . لنختر الآن عنصرا لاهن ۷ طق تھا حاف ا من 
1[ بحيث ,64 . وبا أن ۷ 6۸۸ر ول ٤۸,۸‏ × فان المجموعتين ۷ ۸۸ و لا ۸,۵ غير خاليتين . وا 
كانت هاتان المحموعتان منفصاتينءوكانت 10,8 مفتوحتين في × . فان هذا بقتضی أن ,,.ه غير متصلة . وبذا نكون 
قد وصلنا إلى تناقض . وبالتالی . فلا عکن أن تكون ۵ الا متصلة ني × .» 


ان كل فضاء متري لا بد وان حوي حموعات جزئية متصلة (۳.۷۳) . وسنبين بأنه يمكن تجزئة الفضاء التري الى 
e‏ م ها التصله الأعظمة غير المتقاطعة 5 كانت معرفة هذه المجموعات 1 هرا بالغ الأهمية لدى دراسة النه 


١١‏ المدخل الى التحليل الرياضي 
۸- تعریف 


لکن 84333 فضاه متربا و ۸ محموعة جزئية من +3 . نقول عن ۸ إنها مركبة ل ۰3 إذا كانت بجموعة 
مس هد اعظمية في ۲ . اي اذا كانت ۸ مجموعة جزئية متصلة في + وعير محتواة في ابة محموعة جزئية متصلة أخرى في 
× 


ار نظرية 


ان ك نقطة × في فضاء متري ((1,) محتواة في مركبة واحدة فقط ل × . 


الرهان 


تکن ‏ نقطة من × . ولتکن ۸:(,۱6۲) جاعة کل الحموعات التصلة في × . وال نحوي ‏ . ان 
هذه امماعة غير خالة . لأن (*) نفسها متصلة (۳۰۷۳) . واستنادا إلى النظرية (۳۰۷۷) فان ,هلا - ۸ محموعة جزئیه 
متصلة في × تحوي × . من الواضح أن 4 أعظمية . وبالتالي فهي مركبة ل × . ذلك أن کل محموعة جزئية متصلة في 
6 حاوية د هه هي إحدى احموعات A,‏ . وهی بالتالي محتواة في ۸ , لش ارا آن ۸ هي الرکبه الوحيدة ل ٭ الي 
وي x‏ .اذا افترضنا جدلاً أن 8 مركبة أخرى ل 2 خحوي A F‏ ن الواضد ح ان 8 تب أن تکون ان الات 
:۸ . وبالتالي فان 8 محتواة في ۸ . لكن 8 أعظمية باعتبارها شڪ و وز × . اذن B=A‏ .و 


١‏ نظرية 


تشكل محموعة المركبات في فضاء متري (06,2 تهزئة ل × . اي انه اذاكانت 1ع۸:(:1) جاعة الرکبات 
ل 2 . فان © ح ديه ۸,6 ایا كان العنصران الختلفان ‏ وة عن 1 مخ إن - بهبلا. 


الرهان 


لا كانت كل نقطة من × محتواة في مركبة ل × وفق النظرية السابقة . فان ب4 ,لا = × . إذا افترضنا جدلا أنه 
عندما [۱۴ فان ۸,۵ ديف . لاستتتجنا آن ره نارم ر ت ر اباي رھ , A:‏ 
f‏ 
لک هدا بنافض كوك کل من رھ , ریش عم عه عة اعظمية . وبالتالي . فان 2 = A,‏ لمر عندما [ 17 . 


سنخت هذا البند بوصف الحموعات المفتوحة في فضاء الأعداد الحقيقية المالوف ۸ء وذلك من خلال النظرية 


الثالية . 


نو ولو ا الفضاءات المد ية و ۱۱ 


۲ _ نظرية 
كل مجموعة مفتوحة لا في الفضاء الحقيق المأليف © هي اجیّاع قابل للعد من المحالات المفتوحة والمنفصلة . 
الرهان 


ان لا (باعتبارها فضاء جزئياً من ۴8 ) هي اجتّاع کل مركباتها (۳.۷۹۱) . ولا کانت مركبات لا حموعات 
متصنة في ‏ «لاذا 6# . فان هذه الرکبات غالات وهب . سنبن الآن أن هذه احالات لا بد وأن تکون مفتوحة . 
لیکن 1 احد هذه احالات»ولتکن ۰« نقطة من 1 . با أن لاء1 . فان لاع مد ولا کانت لا مفتوحة في » 
فثمة کرة مقتوحه ]ع + ولارع - و[ = (64, ,)ل محتواة 1 لا . وعا ان احال |€ + €,Xo‏ - و متصل ءوان هنا الحا 
عاطم 1 (لإشتراكه ب م« ) . فاد ]+ ,ع- م*[ لا[ مجموعة جزئية متصلة في [1. لكن 1.مركبة ل [1. إذلا بد 
أن بکون 1 ]ع + ولا,ع - وخ[ IU‏ . الامر الدي بنشج عنّه ان I‏ ع ]ع + ,6 - ول[ , وهکذا نکون فل و حدنا آنه ار 


کان العنصر Xo‏ ا 1 فلمه كرة مفت حه آع + مغ = [Xo‏ مركزها Xo‏ تو اه ی ۱ 5 وهدا بعي ال 1 حال مفتوح د 


ال جاعة احالات المفتوحة والمنفصلة > . الى اجتّاعها يساوي لا هی جاعة قابلة للعد . وقي الحقيقة . فان 
0 محموعة قابلة للعد . كما أن کل محال من مرکبات لا يحوي عنصراً من مل . لذا فان الدالة 
0-7 مذلا :الي تقابل کل عنصر ۲ من © ۲1۵ عجال من > خحوي 8 دالة غامرة . الأمر الذي يترتب عليه أن 
ا مجموعة قابله للعد . ه 


۱۹ للدخل ال التحليل الرياضي 
عارین 
الفضاءاات المترد رد 


(۱-۲) 
ليكن 0 متركا على محموعة × . ولیکن ۶ عددا موجبا ما . فإذا كان 
D, 8 << ۲ 1 D K, ۱ - 9 x,y)‏ 
0 سل ( :۲ و (x,y) = k D(x,y)‏ 
ابا کان XK‏ من × . ات أن كل" من .13 , ,1۵ يشكل متركا على 72 . 


(۳-- ۲) 
لک (X,D)‏ ( فضاء مرا . ولتعرف داله حششسه )1 31 يي ۳ كان العنص ان (ر×,,×) = × و ل(ولا,,۷) = لا 


ڪا 


من XxX‏ 6 فاد D'(x,y) = D(x,,y J+ D(xg¥j)‏ 
تحقق من أن ۳ يشكل هركا على ۶« . 


(۳-۳) 
لکن 8 عد ع D:Xx‏ دالة تحقق ما يل ۱ 


() أا كانت العناصر عرلامد من 6 : فان 5)×x,¥(‏ <(ل,2)2 + 22 . 
(1) الشرط اللازم والكافي کی یکون =× هو آن يكون 0 (,16 . 
برهن ان ۲ عثل مرکا على × . 
(۳- 4( ۱ 
لتكن ١"٤ N‏ ,,2) متوالية من وول المسافة ( (التارك) على حموعة × . اثبت عند ذلك ما يلي : 
ی 3 0 ۷ ۳ 
(ز) اذا کان 84 عددا صحيحا موجبا ما . فان ,9 2 بشکل متركا على 7. 
(ز6 إذاكان 1 > (2,*), أيأكان برد من كاء وأبأكان هم من 8 . فان “29 < بشكل مركا 


ر لاع 


أيضاً على × . 


توبولوجیا الفضاءات الترية ۱۷ 


(۳-- ۵) 
ليكن (0,2) فضاء متریا > ولتكن © +× ×× : ,0 دالة محددة بالدستور 
D,(x,y) = min{ D(x,y),1}‏ 
رت ان 0 تشکل کا على × . 


kK eae 
م1 بالدستور‎ :R*× R لیکن 1 < مء ولنعرف الدالة 8 ع‎ 


اف ۳1 ار ۷ ۷ + ۲ ار - (xy) ( = (lx,‏ 1 (۷:,,)) و( 


3 58 1 


وارشاة : است‌خدم متراجحة منكوفسكي , Minkowski‏ , التالية : اذا کان م عددا عاديا اکرمن 1 . 


وکانت . مطو...ورط: م,...2 اعدادا حقيقية غير سالبة . فان 


Ip‏ مه قر 


۲. 7 > + 7 2 لب‎ +) ۶ b,( 


1 = ] 1 = | 1 < ا 


احموعات المفتوحة 


س۷ 
لک (2,1) فضاء مرا ) و × عنصرا من × . برهن ال متممه الجموعة () مجموعه مفتوحه . و بوحه 


عام . اثبت ان متممة اي مجموعة منتبية من عناصر × هي مجموعة مفتوحة . 


)۸-۳( 


لتكن "10 دالة حقيقية عل "۸ × 8 معرفة بالدستور 
)| رو وج ۰۰۰۰۰ ولا ولا« |۷۱ ,| ۳۵۲۱ = (ز,)(] 
حيبت ر و ) (YY: sn) J X=‏ - لاءلزمز للم له الا قليدتي ( ال له المالوف ) عل 7 ل لآ . 
() برهن أن 0 متك على ۸7 . 


(ب) بن وحود عددین موجين 3,5 2 یت يكوك : (ل,×) 90 > (ر,×)5 > (ز,<) 20 


ابا کال ۲ هب R"‏ . 


۱۱۸ اللدخعل ال التحلیل الرياضي 


و(ج) أثبت أن الترکین 0.0۰ متکافتان . . أي أن المجموعات المفتوحة في الفضاءين المتريين (8,۵) و 
(8",2) واحدة. 


)٩-۳( 
دا أن الشرط اللازم والكافي كي تکون کل محموعه حرشيه ی فضاء مم ري مفت حه هو ال تکون كل مو عه جز ية‎ 
. وحيدة العنصر مفتوحة‎ 


(۱۰-۳) 
55 أن احال ]0,1] لا بشکل حموعة مفتوحة فى الفضاء الحقيق المألوف ۴ . في حين انه يشكل مجموعة 
مفتو حة ٤‏ الفضاء المؤلف من الحموعة [0,1] الرودة بالمرك النسبی على [0,1] لناتح من الك المالوف , 


(۳- ۱۱) 
لتكن 4,8 محموعتین حزئيتين مفتوحتين في الفضاء الحقيق لالوف © . برهن أن 8 لا بد ان تکون 
حموعة جزئية مفتوحة في الفضاء الإقليدي ذي البعدين 8۶ . بين أنه اذا كانت ۷ محموعة جزئية مفتوحة في ۰ . وكان 

ولا عددا حقيقيا ما . فان (لا©(ملا,*): × لا بد وان تكون حموعة مفتوحة في ۴ . 


۲ ۱۲) 
لتكن ۸ محموعة جزئية غير خالية محدودة من الأعلى . ومفتوحة في الفضاء الحقيق المألوف 8 . برهن عندئذ ان 

شي ۵ و 5۱1 . 
اوزد نشحة ماثلة عندما تكون للمجموعة ۸ نشس الصفات + باستتناء انم حدوده من الادنی خوضا عن کون 


لوده من الاعل : 


الجمو. عات المغلقة 


(۱۳-۳) 
لیکن (1,) فضاء متریا و ۳:,:61) جاعة من امحموعات الحزئية المغلقة في (,26) . ولنفرض قر 
ايخاصة التالية : يقابل کل عنص × من 2 عدد مو حب +P‏ ىث تقاطم الكرة الممتوحة N(x,p)‏ عددا ۳ من 

احموعات ,۳ . برهن ان ,۳بلا حموعة مغلقة . 


تویولوجیا العضاءات المترية ۱۹ 
4-65 


بل أن N‏ ظ ,عة مغلقة فى الفضاء ۱ و المألاقك کات l1 ‘neN E‏ لت كذللف . عه اش 
۰ جور ۱ حي ال ۲ سر خاس 1 
E‏ ان احموعتین 0,۱) و 101 ليستا مفتوحتين ولا مغلقتین في ۴ . 


(۳ ات ۲۵ ]) 
لتكن 4,8 محموعتین حزئيتين مغلقتين ي الفضاء الحقيق المألوف © . برهن ان ۸×8 لا بد وان تکون 
مجموعة جزئية مغلقة في الفضاء الإقليدي ذي البعدين ۰ . (قارن مع المسألة )١١«‏ . لاحظ أنه إذاكانت ۷ 


جموعه جزئية مغلقه 58 » فليس من الضروري أن تكون المجموعة . RE‏ ت ۰ ۳ ۳۹۹ 
امه عه I}‏ = ۷ : (لإ,») ) - ۷ مثالا على ذلك . 


حموعات اخ ى 9 الفضاءات الم بة 


(۷—۳) 
یک © فضاء الأعداد الحقيقية المألوف . ولتكن 
F - N‏ و N}‏ 6 ۲ , 


A = [0,1] و‎ B= [0,1[ و‎ C= [0.11 تاو‎ = (| 


# ب 1 : 


11-5 


شحج مجموعه حرنبه محدودة ی ۴۸ فا ثلاث تقاط -حدية . 


)١8ث-5‎ 


)١14- 5 


و ق 


یک (نآیخ) اه متا ٠و B8‏ محموعتن حرست من × . برهن على صحة ما سل : 
CKO) - 2 (i)‏ . 

CI(CI(A)) = CIA) ززن‎ 

.CKAU B) = بالكلا‎ CKB) (iii) 


+۱۲ المدخل الى التحليل الرياضي 


. Int(IntA)) = Int A) )90 
مهو‎ B) = Int{A)n Int B) ۷۵ 
فاثبت أن‎ ۸١ 8 إذا افترضنا أن‎ )۷( 


CIKA) CKB) و‎ Int A)C Int B) ,D(A)J€ D(B) 


5-:؟) 
. لیکن SS KO‏ × ۸۶ . برهن أله إذا كانت كل مجموعة جزئية من 4 مغلقة في × . فلا 
يمكن ان توجد في × نقاط حدية ل ۸۵ . 


(۲۱-۳) ظ 
ليكن (2,0) فضاء متریا و ۸ محموعة جزئية من × كثيفة في (06,2) . برهن أن أي محموعة مفتوحة نا 
في × . لا بد أن تحقق الشرط ( 00 = 0۷1 


التوالیات المتقاربة والفضاءات التامة 


(۳-- ۲۲) 
نا حذ الفضاء الاقليدي ذي البعدین 182؛ولنختر التوالیات التالية في ٠2‏ : 


إللحابر, دی ) ۲ (رد+, ل ) ۳ (2,-) ) 
n‏ 02 1 9 9 
حقق من أن هذه التالیات متقاربة من (3,1) و (0,1) و (0,2) على الترتيب 
اا 


يكن (6,0) فضاء متريا و (م*) متوالية متقاربة في هذا الفضاء من × . برهن أن كل متوالية جزئية من 


(۳- ۲) 
يكن (06,0 فضاء متربا . ولتکن (.9) و (,) متوالیتین فیه : محیث بو ,بو مد . برهن أن 
المتوالية الحقيقية ((ملا.,*)12 تتقارب من («,ع0 في فضاء الأعداد الحقيقية الأليف © , 


توبولوحيا الفضاءات المأرية ۱۳۱ 


اهلق 
لیکن (0,2) فضاء متريا يتمتع بالخاصة التالية : ایا كان × من × فان («) مجموعة مفتوحة . برهن ان 


الشرط اللازم والکاف کی تکون المتوالية Xn}‏ متقار به ۴ (006,0» هو أن بوحد عدد صحیح موجه M‏ . نت یکون 


لله < وي ۸ = AM,‏ . اي ان تكون (,«) ابته بدءا من نقطه معينه . 


55-5) 
يكن (06,2 فضاء متريا ناما ولتكن 4١×‏ . برهن أن الشرط اللازم والكاني كي نكون 4 مجموعة جزئية 
مقلقة فى 36 هوأن یکون الفضاء ن (,۸.0) فضاه متربا اما 


(۳- ۲۷) 
لیکن (2,×) فضاء فا و («×) متوالية في × ؛ وليكن کو ب الريك ما ي : 
() الشرط اللازم والكافي کی يكون هع .× . هو أن تتقارب المتوالية ((00,,۵) من 0 في © . 
(ز) ادا كانت (,۷) متوالية آخحری فى ۶ وكان هع ,× » فان الشرط اللازم والکا كي بكون 2 - ,لز هو 
ان تتقارب التوالية ((,0۸,,۷) من 0 في © . 


نظرية النقطة الثابتة 


(۳--۲۸) 
بن أنه اذا کان (06,1 فضاء متّرياً تام . وکانت ‏ + × : ©دالة تقلیص » فبرهن انه في نطاق الصطلحات 





.> قو SS EN‏ : عدبت ”1-2 
الواردة في النظرية (6595.") . يكون : D(x, ,X,) < DD‏ 


(۹۴ 


لیکن 8 عددا ییا > ولتکن الدالة ۸ ع ]مه + ,2 ۷]:م محددة بالدستور )4 )x+‏ == (× )ې 


و ما ان + هى دالة تقليص على الفضاء المتري التام ‏ ]*+.82/]) 2 . ثم حدد نقطتها الثابتة . 


۱۳ الدحل الى التحليل الرياضي 
الفضاءات المتراصة 


(۳--۳۰) 
يكن | ع, ط[ - با ابا كان ه من N‏ . بين أن ((1,:0) تشکل تغطية مفتوحة للمجال 
1 - 1 . بي نْكذلك ء انه لا يمكن أن نجد جموعة جزئية منتبية من احالات ا غيث تشکل ةل 1 . 


(۳-- ۳۱) 
عين احموعات الحزئية التراصة في الفضاء المترى النقطم . 
لت ١‏ 5 ۴ ی 


2-5 
ت آن الشرط اللازم والکافي کي نکون حموعة جزية من فضاء نري منقطم متراصة . هو آن نون منیة . 


(۳-- ۳۳) 
لنزود © تمترك الفضاء ا لحري من 78 + بين ان احموعة (3 > >2: 60 ۱۲ لست متراصة» رغم انا 
معلشه وید وده 58 8 : 


(۳- ۳۶) 
و ۸ محموعه جزئیه متراصة في الفضاء النري (,6) . فاذا كانت 8 محموعه جزئية من ۸ ومغلقة في 


+ . ف ال 8 مراصه . 


(۳۵-۳) 
ادا كانت ۸,8 مموعتین جزئتن متراصتين في الفضاء الالوف 85 . فان 4×8 مموعه متراصه في الفضاء 
الإقليدي ۳۰. واذا كانت ۷ محموعة جزئية متراصة في 8 . وکان ملا عددا حقيقياً ما. فان 


6۷۱ (,۷:۷):) مجموعة حزئية متراصة ی © . 


25-5 


ادا كان ۱۳ 2 ۷ و „ACR‏ واننا تعر ف 
۸۵۱ ع ۰۷ ۷ + ) = x+A‏ 
نم صحة کل من دعاوی التکافء التالية : 
(۱) الشرط الازم والكافي کي تکون ۸ مفتوحة . هو أن نکن مرج مقتبحة . 
(ب) الشرط اللازم والكائي ۲1 تکون ۵۸ معلقه . هو ان تکون ۸ + مغلقة . 
انج الشرط اللازم والکافي کی ن ۸: متراضة , هو أن تكرت هجو اة 


توبولوجيا الفضاءات المترية ۳ 


الفضاءات المتضلة 


كا[ لمم 
بين أن كلا من انحموعات الحزئية التالية غير متصلة في فضاء الأعداد الحقيقية المألوف © : 
(۱) کل محموعة جزئية منتية . 
(ب) [4,5[ دا[1,3] دا[2:1 -[ 
(ح ) مجموعه الأعداد غير العادية . 


(د) (0-» أو :۳ . وذلك بفرض 86۱ 


(۳--۳۸) 
ين ان انحموعات التصلة الوحيدة في فضاء منقطم هي تلك التي تحوي عنصرا واحدا . 


(۳-- ۳۹) 
برهن على أن الشرط اللازم والكاني کی یکون (6,0) فضاء متربا متصلا هو التالي : أيا كانت النقطتان في 
. شة وا جزئية متصلة توي کل من هن لقن 


(۳ 4( 
بين ان متممة اي مجموعة مغلقة في فضاء متري . هي اجاع جاعة قابلة للعد من الحالات المفتوحة والمنفصلة . 


6١-5 
برهن أن الشرط اللازم والكافي كي يكون (0,) فضاء متصلا . هو أن تكون 6,2 المجموعتين الحزئيتين‎ 


الوحيدتين بي 76 المفتوحتين والمغلقتين بي ان واحد . 
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عفنا في الفصل الثالت <باية المتوالية 06۱ .(,م*) ف فضاء متري (5,×) . ای نباية دالة ساحتا مجموعة االأعداد 

الطبيعية 88 ءومداها حتوى في فضاء مني (04,8 . كذلك » لا ريب في أن القارىء قد عرض لموضوع نبايات الدوال 
- ۰ ت ده س ج ی = 

الحقيقية للمتحول الحقيق عند دراسته لمبادىء عل الحساب التفاضلي والتکاملي . 


ال هدفنا من هذا الفصل هو ايراد التعر يف العام لبابة داله ساحتا ومداها فضاءان مبان لسا بالضرورة حصسين . 
ومن ثم الانتقال إلى دراسة نبايات الدوال الحقيقية بشیء من الاسهاب . ذلك ان هذه الدوال تشكل عاد التحليل 
الحقيق . وسنختمم فصلنا هذا بدراسة نهایات المتواليات الحقيقية . ورغم أن المتواليات الحقيقية ليست كا سبق وذکرنا 
سوی مط معين من الدوال الحقيقية . الا انب تشکل اداة فعالة وبالغة الأهمية لدى التصدي للعديد من معضلات التحليل 


الحقيق . 


و 


على الرغم . من أننا سنورد الان تعریفا لنباية الدالةبيختلف في الظاهر عن تعريفنا لنهاية المتوالية الذي سبق وقدمناه 
في  )۳۰۵۱(‏ فان التحليل الدقيق لهذين التعريفين بمكنناء في مرحلة قادمة؛من التيقن بوجود رابطة عضوية بيني . خيث 
١ ۲ ۵‏ 


۱۳۹ المدخل الى التحلیل الرياضي 


١‏ -- نابات الدوال من فضاء متري إلى آخر 


Limits of Functions from a Metric Space into Another 
تعریف‎ 15 


ليكن (,6) و ('2,ل) فضاءين متريين و 5 محموعة جزئية من × و ۶ دالة ساحتها 8 ومداها في ۷ . لتكن 
م نقطة حدية ل 5 و 1 نقطة من ۷ . نقول إن ۶ تسعى الى 1 عندما يسعى × إلى ه* (أوإن نهاية الدالة ۶ في 
النقطة و تباتك 1 > ولكب | = :)1 lim‏ زاو نکب  [‏ (<)1 عننماء* ع x‏ ۸ ادا قابل كل عدد موجب 
٤‏ عدد موجب 0 ( تابع ى الحالة العامة ل عبرم ) ؛ حیت أن اذا كان × عنصرا هأ من 5 قق الشرط 
۵ > (,۲2)۷,۷ >0.فان > >(2)1)0,1 . وبعبارة اخری > فان lim f(x) = ١‏ » اذا قابل كل كرة مفتوحة N(1,9‏ 
مرکزها | ف ¥ مفتوحة ۲,۵ مرکزها ,× في سي ان اذاکان x‏ ترا ما درد 5 0 (6 ,,) ۰۱۷ فان f(x)‏ 
عنصر من (ع,۱۷۱ . 


4,5 ملاحظات 


مر اننا نقصد بالکرة الفتوحة المحذوفة الرکز (۵,,عد) ۱۷ احموعة [,») - (۷,,8 (۳:۲۱) . هذا ‏ وقد 
اشترطنا في التعريف السابق ضرورة اناء × الى 5 0۸ (۵,م)۱۳ بدلا من (4, N)»‏ ۰ للتأكيد على 2 ناء × الى 
ساحة الدالة ؟ . كذلك . فقد اشترطنا ناء م“ إلى محموعة النقاط الحدية ”5 للمجموعة 5.كي نضمن عدم خلو 
المجموعة 5 ۲ (0,م) ۲ . 


۳ -- مثال 
لتكن ۶ دالة ساحتها احموعة الحزئية 5 من الفضاء التري (06,0 ومداها في ( ۷,۵ )> حي (=٤‏ أيا 
كان ۶ من 8 راي ان ۴ داله تابته) . لنفترض ,× نقطة حدية 5 . فاذا كان ۶ عددا موجباً ما . فان 


ع > = ك,1)0) ۲۷ ایا کان × من 5 . وبالتالي » فاذاكان 7 عتضرا من 8 حقق الشرط 4 > (م×,»)5 > (حيث 
بمكن افتراض 4 أي عدد موجب) . فان ۶ >(100(,6) '5. إذن نستنتج من (8,۱۱) أن © = lim f(x)‏ . 


4 -- نظرية 


إذا كانت النهاية 160 ”فا موجودة ٠‏ فإنها وحيدة . 


البايات ۱۳۷ 
الر هان 


اذا افترضنا جدلاً وجود نبايتين محتلفتين للدالة ۶ هما سرا . كان العدد (.2')1 + ۶ موجبا . ومن 


الواضح عندئذ أن 2 = ۱۳,۵ ۱۷,۵6 . یترتب على التعریف (9,۱۱) , آن عة کرتین مفتوحتین ر 
و (۱۷,,4 ۰ بحيث يكون خيال أي عنصر من 5 0 وفق ۶ واقعا في 3۷:02 . وخيال أي عنصر من 
5 هلية, ,»)77 واقعا في (,80 . فاذا افترضنا أن ,4 مثلا هو أصغر العددين و ۰ فاننا نستنتج أن خيال أي عنصر 
من 5 0 (۱)۲:۵ بقع في ۷۳,۵ و ۱۷۵ في أن واحد » أي بقم في N(m,e)‏ ^ ۱۷,۵ . ولا کان 
۵ ۶ 0 (,۵, )۳ سب کین × نقطه حدية ل 5 )۰ فاننا نستنتج ان © ۶ (۱۷۳۰,۵ (۰۷۱,2 ونکون -بذا قد 
وقعنا في تنافض . ادن لا بد من کون الما بة 1 im‏ وحده .س 


06 نظرية 


ليكن (26,0) و (*9/,2) فضاءين متريين و 5 مجموعة جزئية من × وم« نقطة حدية ل 5 TS.‏ إقاله 
ساحتها 5 ومداها في ۷ .لنفئرض 01 ,(,۲) متوالية عناصرها تنتمي الى 5 )ی ان Xo‏ # مل ابا كان ه من CN‏ 
ونحيث يكون ,× = ,× فا (۳,۵۱) . عندئذ : 


(۱) اذاکان 1= 139100 فإن ‏ 1= lm f(x,)‏ 
(۲) اذا وجدت الناية (,« 10 من أجل کل متوالية 86(۷,(,) متقاربة من ,× ؛ فاٍن لكل التوالیات 
fx, ) | , nEN‏ ۱ پا به واحدة (ولتکن 1 مثلا) 1 وعند تذل تکون المپابه lm f(x)‏ مو حوده ونساوي 1 


البرهان 


(۱) لنفترض أن ۱ = 50 صفا » وأن ۸6۸ ,(.×) متوالية عناصرها في 5 متقاربة منم*حیث مك عه م.أيا 
كان ه من × . لا كان 1 = 40 #فاء فإنه يقابل العدد الوجب الاختباري ٤‏ عدد موجب 4 ۰ بحيث أنه 
إذاكان × عنصراً من 5 ۸ (۵, ہ×) ۸ء فإن 6۱,۵( . وبما أن م = ,* دكا > فهنالك عدد طبيعي 
M‏ : تيك از اذا كان 11 اي عدد صحیح موجب يحقق المتراجحة ۷ < 0 > فان (ل, م۷( ع x,‏ . ولا 
کات عناصر المتوالية كلها ي 5 3 وکان X‏ غو Kn‏ أيا كان 11 و ۷ فاننا و ان ۷ 0 تمتضي 

5 6 (6()۷,,۵ + . وهكذا نکون قد ونجدنا أن ثم عددا طبيعياً 4 ۰ محیث أنه اذا کان ۸4 <ه . فان 
f(x.) EN1,e)‏ « وهدا يبعي فا (۳,۵۱۱) آن lim *,( = ١‏ . 
Hs‏ 


۱۳۸ المدخل الى التحليل الرياضي 


۱ تن انها + ما این فى 5 فا اسان 9 من N‏ وت 


م = lim u, = lim v,‏ . سین الان أنه ادا کان نا - clim lim f(u,)‏ و ۷ = lim f(v,)‏ : فان ۱2۷ . 
لنفترض حرلا ۽ آن وا ولتاخخذ متوالية جديدة 6 (x,},‏ معرفة على على النحو التالي : 
(عندما يكون 8 زوجيا) Un‏ 5 
(عندما يكون 8 فردیا) ,۷ 
من الواضح أن م× = م 3ك!؛وبالتالي فان النهاية (م*)8 10 موجودة فرضا . بيد أن هذا الأمرلا يمكن أن بم 
رلاذا ؟) + لذا لا بد أن يكون ۷2۷ ۰ وسنرمز لقيمتهما المشتركة ب 1 . سنوضح الآن أن 80 10 موجودة وتساوي 
1 . للفترض مؤقتا أن الأمر ليس كذلك . عندئذ هنالك كرة مفتوحة (,۸۱:6 مركزها 1 , بحيث أنه اذاكان ى أي 
عدد موجب»فهنالك عنصر × من 5 محتوى في (87)*.,4 2 يكون من أجله (,ع,1( 10 . لتأخذ متوالية الأعداد 
۶۷( ۰ ولنشكل في × متوالية اع ه,(م»اء محیث 5 6(۲,,(6 x,‏ « ونحیث (م(#(,«1 . 
من السهل : التحقق بان × = ۳9 و ۰۴۲۰ اياكانه من لاءفى حين أن ! #(,*) هذذ1. ولا كان هذا مناقضاً 
للفرض ٠‏ فلا بد أن یکون | = )1 فا . ویذا ر بے البرهان . » 5 


وهكذا وجدنا أن الشرط اللازم والكافي كي يكون 1 = («11 هو أن يقابل كل متوالية ‏ 86۱۷ ,(مت)» 
عناصرها محتلفة جمیعا عن ملة ومتقاربة من ملز متوالة 8614 , ((,6 | متقاربة .من 1. وبذا نجد أسلويا -جديدا 
للبحث عن تباية دالة“هو ذاك الذي يستخدم المتواليات . وفي العديد من المسائل يكون تطبيق الأسلوب الباشر غاية في 
الصعوبة . الأمر الذي يدفعنا إلى تطبيق أسلوب التواليات . بل أننا نستطيع القول بأنه في كثير من الأحيان ۰ التي نحاول فيا 
استخدام الأسلوب الباشر ۰ نجد انفسنا مضطرين لتشكيل متوالية والانتقال إلى الاسلوب الآخر . 


۷ س فال : 


لناحذ الداله اخقفه 5۱0۷7 اي ساحما (0]-8 = S'ولشت‏ أن lim sin x“‏ لست دات معنى +[ 
غير مو حود . یکت لبلوع هذا امدف؛ استنادا إلى النظر به السابقة > انحاد متوالية بمب ۰ ۰ حسث 7 
lim xX, - 0‏ و #20 ی ۽ أذ ه من N‏ ۾ يٿ تون المتوالية ۸ 2 , ( 5102 ) غير متقارية . ان هذا أمر مخ 
شب اهتزاز نو بين 1 و1- عند اقتراب × من 0 . وبوجه خاص » فان 1 = 51852 عندما؛ 21 + = 1 اي 


د فتاه 7 1 2 5110 عندما 2167 + کے ںای قا .سس سب 
Dr‏ ع 5 8 0 2 ي =k 3F‏ * ` 
وذلك بفرض ....1-0,1,2ا. لنشكل متوالية عناصرها ماخوذة من القيمتين السابقتين ل × على التوالي » فنجد المتوالية 


E EEE 8‏ 3 م الا | 1 = lim x,‏ 8 ال“ 1 oe‏ اا 
۷ نين م مد . من لواضح > آن 0= مط سين الأن انه لا توجد نباية للمتوالية 


الهابات ۱۳۹ 


۱۷ ,(5077) . وفي الحقيقة » إذا افترضنا جدلا وجود نهاية 1 ذه التوالية > فان 11 . ذلك أن الحوار 
]0:2[ للعدد 1 ااي عددا غير منته من عناصر المتوالية هي . ۰ = k‏ , 2 519 ا ا ]2,0 -[ للعدد 1- 
يحي عددا عر يق مق عناص اا هي بوک و13 = xz „mM‏ رزو . بى علينا > التحقق من ان اي عدد ۾ 
بختلف عن ±1 لا عکن ابضا أن دن نباية هدم المتوالية . في الحقيقة . اذا رمزنا بع للمقدا ر لوبت 
la— 1|)‏ :1۱ جع )هن فان الحوار ]ع +هبع- 2[ 1 يحوي آبا من عناصر التوالية 8۲ ,(هنه 4 » لأن 
عناصر هذه التوالية إما1 + او 1- . وبالتالي » نکون قد أثبتنا أنه أيا كان العدد 8 . فلا عکن أن یکون نهاية للمتوالة 
لاه {six},‏ وهکذا ۰ نكون قد وجدنا متوالية 26/10 ,(,*) متقاربة من 0 دون أن توجد مپابه للمتوالية 
{sinxz'},neN‏ . وهذا يعي استناداً الى النظرية (4.۱۵) أن +روزی lim‏ عبر مو حودة . 


هذا . ولو رغبنا في اتباع الأسلوب المباشر لحل هذه المسألة . لتعين علينا إثبات أنه أيا كان العدد الق 
فهنالك عدد حفيق موجب ۰۶ خث أنه اذا كان 0 اي عدد میرح . نا المکن اعاد عدد ‏ مق الشرط 
4 > |*| = 0۱-0۱ ۰ کیٹ يكون € * |sinx”" —l|‏ . وواصح من صياغة اسلوب ا لحل صعوبه المركب الخشن . 
الذي علينا رکوبه لبلوغ الحل . ويبدو أنه لا مفر لنا في نباية المطاف من استخدام المتواليات 


وعلى الرغم من هذا . فقد اثیت الأسلوب المباشرء الذي يمكن تسميته باسلوب الحوارات .بانه که 000 ۱ 
الاحاث النظرية . .وقد عن ذلك . فان اسلوب لیات يغدو عقما عند دراسة التحليل الرياضي في فضاءات اعم . 
الفضاءات المترية ۰ تدعى بالفضاءات التویولوجية ‏ ذلك أن مفهوه المتوالية نفسها في هذه الفضاءات فد معناه؛ 
الأمر الذي دعا علاء الرياضيات إلى تعمیم مفهوم التوالية نفسها . واستحداث ما يسمى بالشبكات والمرشحات . 


بالإضافة الى الفهوم العادي للنپاية . الذي اقتصرنا عليه حتى الآن ۰ فشمة نهاية من عط محتلف نورد تعريفها فيا بل. 
۷ - تعر ييف 


لکن f‏ داله من الفضاء المتري D)‏ ,۰ ) إلى الفضاء المري (12 ۰ ولتکن E‏ جموعة حزئيه من الساحة 5 
للدالة ۲ + و م۲ نقطه حدية ل 8 . عندئذ نقول إن ۶ تسعی إلى 1 عندها يسععى × إلى × في ۳۴ : ادا كانت 1 
مایه مقصور 6 على 28 عندما سعی × ال مه . وخبارة احری ٠‏ فان 1 تسعى الى 1 عندما يسعى × إلى × في 


E‏ 1 ادا قابل کل کرة مفتوحه N(1,e)‏ کر مفتوحه مر )لا 4 حيست أنه اذا كان (xEN' (Xo ,0( ١ E‏ فان 
19( . هذاء ومن الممكن الرمر إلى هذه الباية بالشكل ٠‏ 1- 200 10 ۰۰ أو بالشکل « ]1ع (:] 


عندما +× ف E‏ ۷ ., ري 


.۱۳ المدخل الى التحليل الرياضي 


۲ - نهایات الدوال الحقيقية على فضاء متري 


Limits of Real Functions on a Metric Space 


درسنا في البند السابق (4,۱) نهایات الدوال من فضاء متري إلى اخر . وفي هذا البند » سنقتصر على بحث نبایات 
الدوال الحقيقية ۰ الي تشکل صلب التحلیل الحميق . لما کان فضاء الأعداد الخقيشة المألوف ۴R‏ فضاء ريا حاصا > فان 
كل التعاريف والنظريات الواردة في البند السابق » تسري بالطبع على الدوال الحقيقية . بيد آن الدوال اه نتمتع 
بصفات تختص ہا دون غيرها من الدوال . وهذا السب ٠‏ أفردنا | لا هذا ات 


نستنتج من التعريف العام لنباية دالة (4,۱۱) ۰ التعريف التامي لنباية دالة حقيقية ( متغور حقيق أو غيره) . 
15 تعریف 


لتكن ۴ دالة حقيقية ساحتها 5 (ليس من اه لضروري أن يكون Se R‏ ) » ولتکن م نقطة حدية ل 5 . نقول 
اه" تب | 2 ۳ ع 
إن 1 = 10 فا . إذا قابل كل فدھ تو ۾ لاد اماب ااا يك أنه ادا كان 5 0 ,)۰6۷ فان 
ء >|1)<0-1 | . واذا كانت ۴ دالة حقيقية لتغير حفيق ساحتها 5 وى 8ع 5 ) و ,۲ نقطه حدية ل 5 . فانا 
نقول إن ۱ = 0 ۳ا : اذا قابل کل عدد موجب ع عدد موجب 6 ۾ حیث انه اذا كان عتصرا من 5 قق 
الشرط 4 >۱م*-*0>۱ .فان ۶ >|۱- (۱۶. 


۲ - مثال 


با . e E ١‏ ۳ ال ۳ | 1 
نتکن ؟ دالة حقيقية معرفة بالدستور کل - («8 ساحتا (۱/-8 -5 .من الواضح أن | 
لح لد 8 م ال 2 دوز , لیگ + عفدا موجيا ما بت الآن أن العدد آلو 


2 














ولا کان ۰-10 فاننا نجد أن | 2 +×)( - )| - 2 - لد 


3 +0 >2 +<| <> ل +1 > >1-8 << ق >|1 | 





اذن » - 44+3 > 2 - کت . لذا . فان د تست یا ههها. 
1 -- # ۴ [ × ۱-» 


النپایات ۱۳۱ 


۳ -- ملاحظة 


اذا کانت + دالة حقيقية ساسا 5 محیث أن 8 ]هه +,ع[ » بفرض 2 عددا حقیقیاً . فان التعریف (4.۱۱) 
الوارد رلغخه احوارات سقی دا معیی عئننا عه + = بک ي حت حوار العدد مه + معطی بالىند (۲۰۵۹۶) 5 وعل و حه 
التحد ید فاننا نقول إن ب lim f(x)‏ ) ادا قاب ل كل حوار * ]ء+ا,ء-ا[ للنقطة 1 e‏ امه + ,6( للنقطة مه + 
نحيث انه اذا کان ]© +,6( © فان ]10(>6[1-6,1+2 . وبعبارة اخرى : يجب ان يقابل کل عدد موجب ع 


عددٌ 4 (يمكن اعتباره موجبا) محيث أنه اذا کان 4 <× فان ۶ >|1- ۰1100 
ونترك للقارىء صیاغه التعریف في الحالة ه- = وید. 


هذا واذا اخذنا مجموعة وصول الدالة ؟ موسع الأعداد الحقيقية *8 (۲.۵۹۳) . فن الممكن توسيع التعريف 
(4۰۱۱) يت شتمل االتین ۵ + = [, 60 -- ا 


15 ملاحظة 


E ۷‏ وه : 5-589 2 ا عمس عا ليوات 
استحدمنا في ر IB‏ الصطلح التالى ( النبانة lim f(x)‏ موجوده ١‏ . ویعی هد | ف حاله کون ] داله 
فة + بان هنالك عددا «منتهيا» 1 ۰ محیث یکون ۱ = 18010 . وعندما تکون النهاية « غير منتهية » فاننا نشير إلى 


ذلك بالرمز مه + = 1 1i‏ راو ©»- = mf)‏ ). 


۵ -- منال 





نأخذ الدالة العرفة بالدستور سك » والتي ساحتها (1-)-38 - 5 . سنبین الآن أن 1 - ك 


111 
=e ×+ [‏ 
۱ م ۳ 8 ' 8 سے 0 قز 
ليكن © عددا موجبا ما . سنبین انه يقابل الكرة القتوحة ,۸)1 الكرة المفتوحة  ]‏ - 1 - ,هه - | ای مرکزها مه - 


( راجع (545,؟))ء محيث اذا كان × عضرا سس لس E‏ وس تفاس ز فان N)1,٤(‏ € ()1. 
3 3 


3 





وسا اخری ٠‏ سنبین آنه اذا کان قب > . فان ع > 1- ك . في الحقيقة لديا 


[ ب 


> © 





۱ 1 ۱ 1 1 
1 1 ۹ + 1 - ( ) 5 1 


»>- سك | جح 
1 + 2 


وبدا يتم الطلوب . 


۱۳۲ لدل الى التحليل الرياضي 


,فال 


E e 
التي ساحتا (8-40 - 5. إن 0 نقطة حدية للساحة . لاثبات أن + - لط صا‎ ٠ 72 لناخذ الدالة‎ 


2 ع 
یکی ان نبین بانه يقابل الكرة الفتوحة )ضع 1[ (حیث ۸<0) کرة مفتوحة ( ,0 ۱۷ ٠‏ فيك أن 
8 ا تفتصي ال يكون ]هه + ,11 = ل رعلل دلك ) . أن هد يعي ان علمنا انبات صحة الا قتضاء 


التالمي : 


1 چ سل > || >0 


7۲ x 


وهذا اقتضاء واضع . اذن غد عقا ان هه + - 1 نا 
۶ ۰ 2ب ده 


سنورد الان نظرية تعلق بنباية حموع وحاصل ضرب وحاصل قسمة دالتین حقيقيتين . ورغم أن جمع وضرب 
وقسمة دالتين حقيقيتين عمليات ترد في علم الحساب التفاضلي والتکاملي ۰ إلا اننا نفضل تعریفها من جدید خشية عدم 


تعريض 


لتكن ۴۲8 دالتين حقيقيتين ساحتاهما 7 و5 على الترتیب . عندئل : 


)١(‏ ان 2+8 داله حقصه ساحتينا 7 م8 ١‏ مخت انه ابا نان »× من هده الساحة. فان 
(x) = f(x) + 8()‏ (ع + )) . 


(۲) ان 18 داله حقيقية ساحتها ۰501 نحيث اه اا × من هذه الساحة. فان 
(fg) (x) = f(x)g(x)‏ 


(۳) ان * دالة حقيقية اا (0 - 0 50 يعيث أنه ابا کان « من هذه الساحة + فان 
8 تن ۳ ۳ اس 8 





/ 


f(x 
۰ 8(×( 


2 
۵ () 
۸ نظرية 


لتکن 8 دالتین حقيقيتين ساحتاهما ۲ و 5 على الترتیب 1 ولتکن Xo‏ نقطة حدية المجموعة > برو . 
فإذا افترضنا وجود النايتين 6000 ر 91 ۰ فان : 





(۱) من الواضح أن م× تکون عندئذ نقطة حدية لكل من ۲ و 5 . 


النپایات ۱۳۳ 


lip (f+ (0 = ينا‎ 10+ fim 6و‎ 01١ 


lim (fg)(9 = lim f(% lim 0)ع‎ )۲( 


Ka 1-1 


lim f 
lim ()(0 = فان ا‎ ٠ lim g(x) # 0 ادا كان‎ )۳( 


البرهان 


)01 لنتصع 0 = )198 ر 2 = («10 فا . عندئذ يقابل كل عدد موجب ٤‏ عددان موجبان يك و بل . 
ود انه ادا کان 5 0(,ك2')<,,4 ۰ فان f(x) - a>‏ | وإذا كان 1 xEN'(xo,dıJ N‏ . فان 
| —- () | 8 رمزنا ب 6 تأر ای رك , بك + وجدنا أنه يقابل العدد الوجب © عدد 
موجب 6 ي ت | انه اذا كان ۲ SN‏ 0 (۲:۵) ۷ . فان بره - ex)‏ | و و — f(x)‏ | 
الامر الذي يترتب عليه ان 


|)! + g(x) -)2+ b)| > |:( يد)ع | +زة-‎ —b| > € 


3 
- + 
2 


= € 


£ 
2 


(۲) ستاعذ طبه کا نی (۱) . عندثذ + غد آنه غابل العدد 1 عدد 40<0 »محبث أنه اذا كان 
5 (م6, م) ۶۷ . فال 1 > | 1-2 | > | 2 | - |10 ۰۱ أي ان || +1 > )1 | . لنعد الى 

= اما امرة ای ولناعذ العدد الموخف لمتعين u E A‏ 

۾ = (×)۴ ”ذا مرة اخری : ولناخذ العدد الموجب BÎ‏ 2 - :6 بفرض © عدد 
وا ما . عندئد > تقایل ,ع عدد موب ل بت انه ادا كان 5 0 (,۵,م) ۱۷ فان 


f(x) = a| < €,‏ | 1 وفيا بخص g(x)‏ د انه يقابل العدد المح 7۳7 = با 


عدد موجب ٩‏ . نحيث أنه إذا كان 1 ۰۶۱,۵۵ . فان © >|ط-8)8| . لنضم 
min0,‏ = 4 . عندها . نجد أنه اذا کان ۳ م5 4(6,م<«)ل2ع» » فان 


> إطة -ط :)1 + —f(x)b‏ 0د)ع1:0| = ab|‏ - ند )ك1 )| 
< > |8 - 9د )| إط| + زط - ود)ع| ۱۲۵۱ > 
(۳) لناخذ ط ثانية ىا في (۱) . عندئذ يقابل العدد الوجب ان عدد موجب ,ى ۰ محيث أنه إذا كان 
٠ x EN'(X,,d,)J ۲۲ T‏ قان > ره - ودع > |و«)ه|- اط 1 اي < )ا . 
ويزتب على هذا أنه اذا کان 7 0 ×٤×')×,,4(‏ ۰ فان 8000 ۰ وبالتالي فاذا رمزنا ب ۷ 
لساحة الدالة 1 فان ۷ ۲2 ۱۳)۲,:۵(0 . لیکن ٤‏ عدداً موجباً ما . عندئذ يقابل انك عدد 


موجب 4 ۰ ميث أنه اذا كان 1 ۸ (5,,۵) ۱۷ .فان غك د - 89 | . لنفترض 


۳٤‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


( :۵ ]هلم = 4 ء وليكن × عنصراً من ۷ ۱۳0,۸۵ . لماكان N(x) TS WT‏ : فن 
المکن الاستتتاح من هذا أن 1 ۳6,,۵ = W‏ 770,,4(0. لذاء نجد أنه اذا كان 
(xo,d)n ۷‏ ۷ « فان 


لقاب ف al‏ 
€ <| نله > | |g‏ كع 1 ET‏ | باب - (x)‏ و 


)ع im‏ واد 


إن البرهان التام للشق (۳) ۰ يكتمل ۰ إذا طبقنا الشق (؟) من هذه النظرية على حاصل ضرب الدالة ۲ 
بالدالة - 5 





6 -- مثال 


لتکن ؟ دالة حقيقية ساحتا 8 محددة بالدستور 


(عندما ±2 ۷ ) 4 +4 4 - 2 

3-4 
(عندما2 - = »×) 1 > 
( عندما 2 X=‏ ( 3 - 


لامجاد ناية الدالة ۶ . عندما يسعى × الى 2 نلاحظ أن 





۳1 
li f 5-3 lim A+ 4 - lim = — lim 5 
ز) ب 4 5 ده 3 جه‎ - 2() 1 + 2( ۰+ + 2 


e. 


| 
ور 

| 

هت 


lim )*+ 2(‏ 
لاحظ هنا أن 8)2 + ۴)0 جوز 


بالإضافة إلى الفهوم العادي لنهاية دالة في نقطة ۰ والذي اقتصرنا عليه حتی الان > هنالك نابات من عاط 
خاصة » نورد اولاها في ثنايا التعريف التالي . 


40١‏ تعريف 


تحن 1 دالة حقيقية لمتحول حقيق ساحمها 5 . ولرمز ب ۲ نیرت 5ه +[ . فادا كانت ۶ 
نقطة حدية ل ۴ ؛ وكانت (×)۴ تسعى الى 1 عندما يسعى × إلى × في 5 أي 1= ۲00 م0 (راجع 4,:۱۷) ء 


فان 1 تسمى المهاية انى للدالة ؟ في 2۰ . ويرمزها ب #×)۴ . ونكتب عندئذ «ان 1= ۱:۳0 »أوران ۲ 


النبايات ۱۳۹ 


تسعی الى ١‏ عندما بسعی × إلى+ه* » . وبعبارة أخرى » فان 1= ()1 11۳0 اذا قابل کل عدد موجب ٤‏ علد 


نوعب 04 : بحيث أنه اذا كان × مه من 5 مق الشرط 4 + ما >< > و۷ 4 وان € > |1- f(x)‏ |. 
فض الآن أن8 )ید( - موان نقطة حدية ل 2 . لإذاسعت 6 إلى 3 سای × إل 


۰ في 8 (4,۱۷) ۰ فإننا نسمي 1 النهاية الیسری للدالة ۶ في »× . ونرمزها ب (-ه8 . ومن الممكن أن ذكتب في 
هذه الال دأن ۱ = (۶6 ٠ lim‏ او «آن * تسعی الى | عندما بسعى × الى -ه×». وبعبارة أخرى : فان 


1* ص . اذا قابل کل عدد موجب ء عددٌ موجب" 4 . محيث أنه اذاكان × عنصراً من 5 محقق الشرط 


f(x») =1|< €  ناف‎ : و‎ -4> <> Xo 


۲ مال 


(عندما 0>× ) ۱ 
| -) 


(عندما 0< ) x7‏ وزو 
يون التعر یف السابق ؛ آن 1 = ()۴ 1i‏ ۰ في حين أن (۴)۸ نا غير موجودة . 
ونترك للقارىء التحقق من صحة النظر به التالية . 


۲۳ - نظرية 


لتكن ؟ دالة حقيقية للمتحول الحقيق و ,۶ نقطة حدية لساحة ۶ . إن الشرط اللازم والكافي كي تكون نهاية ) 
موجودة ي Xo‏ هو ان تكون البايتان انی والیسری ل 1 ٤‏ م مر حودنی ۰ وان تکون هاتان البايتان متساویتن . 


58 مال : 


بات دالة أكبر عدد صحبح [[ ]] أشي داله ساحما ۸ ومداها 7 . کیٹ أن حال × وفق هده الدالة 
(الذي نرمز له ب ((]] ) هو أكبر عدد صحیح د محفق النراجحة «>م . فثلا 1 = [[1.2]] و 5 - [[5]] 
و 5- -[[5-]] و 1- |[ 7-]]. 


نلاحظ أنه اذا كان 8 عددا صحیحا ما » قانه يترتب على (4,۱۹۱) أن 8 = [[×]] ناء في حين 
lim ]]«[[ < 10-1‏ لدا ۰ فان [[*]] ۳۱ غير هو جودة , 


۱۳۹ الدخل ال جال الرياضي 


هنالك مفهومٌ ذو أهمية بالغة للناية أعم من مفهوم نباية دالة في نقطة » ألا وهو مفهوم الناية العليا والنهاية الدنيا 
للدالة . وفيا يلي سنقدم تعريف هذين النوعين من النهايات»مع إيراد بعض أهم خواصها بعد إدراج التعريف التالي . 


۵- تعریف 


تکن ۶ دالة حفيقية محدودة لتغیر حميق . لتكن 5 ساحة ؟ و م2 نقطة حدية ل 5 . للفترض ۲ عددا 
حقیقیا موجباً ما ؛ ولتعرف الدالتن ارم و ره کا يل : 


3 > |مل- :| <0 ,65 ۲ : (۵)] sup‏ = («۸ 
۱ > ما۱ >0 ,5ع :۹0۵ inf{‏ = (۸۷ ها 


۵ - تعریف 


لتكن ۴ دالة حقيقية محدودة ساحتها 5 غير خالية و مه نقطة حدية ل 5 . لنعرف العددین 
lim sup f(x) = lim ۸4۷۲ = ۸0+(‏ 
(+0)رب = (ر)رب lim inf f (xX) = lim‏ 


بدعی هذان العددان النهاية العليا والنباية الدنيا للدالة ۴ في .× على الترتيب . (يرمز لهاتين النهايتين أحيانا ب 11۳0100 و 
۱۱۳۲0۵ على الرتيب) . 


من الواضح أنه لا يلزم لتعريف هاتين النهايتين أن تکون الدالة ۶ محدودة. بل يلزم أن تكون ؟ محدودة في كرة 
ممتوححه م ی مررکزها ميك , 


وفي الخالة التي تكون فيا الساحة 5 للدالة ۴ غير محدودة من الأعلى » فن الممكن افتراض 
sup{ f) : ۰ 65 , ۶ < ۷ (‏ = (7),»ة 
 (‏ << , 65 ۷ : (2) 1 أ inf‏ = (۷),م 


وعندئد نعرف اللپابة العليا والنهايه الدنيا للداله ۴ على التوالي في مه كي بل : 


lim sup f(%) = lim ۵, (y) 
lim inf f(x) = im )رې‎ ( 


ومن الممكن في هذا الصدد اعتبار » نقطة حدية ل ٩‏ » ذلك أن كل جوار ل “ بحوي نقطة من 5 . وي الحالة الي 
تكون فيا 1 متوالية محدودة . فان العددين الأخيرين سمیان النباية العليا والنباية الدنيا للمتوالية ٠‏ لأنه لا بوجد لساحية 
التوالبة نقطة حدية منتهية . ونترك للقارىء صياغة تعريق النهايتين العليا والدنيا للدالة ۶ فيه . 


لهایات ۱۳۷ 


۷ -- مثال 


لناخذ الدالة 20*7 = 80 . الى ساحتها (8-10 . من السهل التحقق بانه أباً كان العدد الوجب ۷ . 
فان1 - = (۷, و 1 = (۵۷ ۰ وبالتالي فان 


ae 22277710000 
lim supsinx”" = 1 lim inf sin X 1 


لاحظ أنه لا بوجد هذه الدالة نهابة في النقطة 20 . 
۸ -- نظرية 


لتكن ؟ دالة حقيقية ساحتها 5 غير خالية و ۲۰ نقطة حدية ل5 . إن الشرط اللازم والكافي كي یکون ل ۲ 
الباية 1 اق د هوات یکون 


lim inf f(x) = |= lim sup f(x) 


البرهان 


لنشترض أن ا|ا+-()14 عندما .ا با . إن هذا يعنى أنه يقابل العدد الموجب ع عدد موجا 4 ؛ کیت 
أنه اذا کان 5ع و 4>إمخا-*| >0 . فان ٤‏ >(۱- 1۵| . نستنتج من هدا د أله ادا كان ك4>ر>0 »> فان 
ع > إ[- | , ع>|!-(»رم| . واستنادا الى التعریف نجد (+۵۸0 ! -ح ( + 0)رب. 


وبالعكس » لنفترض أن شرط النظرية محقق . إذن يقابل العددٌ الموجبَّ ء عدد موجب ۰6 بحيث يكون 
۶- ,م۱ و ۵۸۵-۷>۶! . لكن اذا كان × عنصراً من 5 حقق الشرط 4 >|ء×-×| >0. فان 
(0),© > (1۲ > (0),م . ادن 


- > (O) -1> f(x) -1> ۶۵ -> € 


نستنتج من هذا » أنه اذا کان 5>»وه >|م- >0 ۰ فان ع >|1- 19| . وهذا يعني أن 1( عندما 


و 1 . 8 


۱۳۸ المدخل الى التحليل الرياضي 


0۹ نظرية 


لتكن 5,8 دالتين حقيقيتين محدودتين ساحتاهما 5,7 على الترتیب ولتکن مد نقطة حدية ل ۲ 586 . 
عندثلك : 


lim sup (f + g)(x) > lim sup f (x) + lim sup g(x) (۱) 


lim inf (f + ()(ع‎ < lim inf f(x) + lim inf g(x) 


(۲) ادا كانت ٤٤‏ دالتين غير سالبتين في جوار ما ل ,× من عناصر ۲ 56 ۰ فان 


lim sup (fg) (x) > lim sup f(x) lim sup g(x) 
lim inf (fg) (x) < lim inf f(x) lim inf g(x) 


(۳) ادا کان 80*(#0 . وم بغير اشارته من أجل جميع عناصر ۲ وکان ۳ محدوداً على 5 . فان 


1 


۱ 1 ات 
A‏ = ()(-) ناه lim‏ 
(x)‏ و J lim sup‏ )موسر 


1: E o عمست رح‎ 
وا ا‎ lim inf £ (% 


البرهان 
سنقدم البرهان على الشقین الأوليين (۱) و (۲) فقط . 


زا) نری أنه یقابل المت الوجب © + والعدد الوجب ۲« عر ۵ من ساحة وع + میت 
0۱۵-۲۷ : وت 
ع + (),۵ + ۵۸ < + (f+ g(a)‏ > (۷)ب,ه 
فادا سعی ۲ حو الصفر مع وضعنا في الاعتبار ان ٤‏ اختياري » حصلا على الم اححة الأول في (۱) ۱ ويم 
إثبات المتراجحة الثانية في (۱) بصورة ممائلة . 


(۲) نری آنه بقابل العدد الموجب ء » والعدد الموجب ۲ عنصر. 8 من ساحة 88 ۰ ميث 
۱8-۵۱۷ >0 , وخ 
ع + (),۵۸/(۵ > ع + (18()8) > (۷),, 





ال صح ‏ ة الزاجح ة أو المساواة العنى تنتج من أن (۸ > (12 0 و 
ga) > ۵,)(‏ > 0 > فإذا سعى ۲ نحو الصفر » مع وضعنا في الاعتبار أن ۶ اختياري ۰ حصلنا 


على التراجحة الأولى من (۲) . ويتم إثبات المتراجحة الثانية من (۲) بصورة ممائلة . ى 


النپابات ۱۳۹ 


۱ -- مثال 
ان ساحة کل من هاتين الدالتین هی 8-10 و 0 نقطة 


لناخحذ الدالتعن موده ع 9 سوه = )1(0 
X 8‏ 5 1 
حدية لهذه الساحة المشتركة . عکن التحقق بسهولة من ان 
lim sup f(x) = lim sup g (x) =‏ 
[]غ- ۲ = 


lim inf f(x) = lim inf g(x) = - 
ا[ با بدا‎ 


f(x) + g(x) = sin + )وم - لوو‎ -5( 
xX 1 x 4 


lim sup(f+ g)(x) = V2, 
lim inf (f+ g(x) = -72 
. من النظر به السابقة‎ 


وا آن 2 VITIT‏ ع و زب = (1 -)+1- <2 ۰-۷ فان النتيجة تسجم مع الشو (۱( 


لدينا 


(fg)() = sin cosh = 2 
Xx xX 


1 
2 sin 


ادن ند = («)(181)8 110 . وبالتالي ۰ فلدينا ۲ هذه الحالة 


lim inf(fg)(%) < lim inf f(x) + lim inf )ع‎ 


بل شیپ عم انسجام هده النتيجة مع الم اححة الثانية من الشق 3( من النظرية لسابقة,هو آن كلا من 8] يغبر اشارته 
عددا غير منته من الرات في اي جوار للنقطة 0 : وهدا حالف للشرط الوارد في (۲) من آن 18 بحب أن تکونا غير 


سالبتين في جوار ما للنقطة 0 من عناصر (0) ۲ 


١4‏ اللدخل الى التحليل الرياضي 


۳ س نبايات المتواليات اليقيقية 


Limits of Real ۵ 


درسنا في البند (۳:۵) من الفصل الثالث نهاية المتوالية في فضاء متري . و لماكان فضاء الأعداد الحقيقية المألوف 
© فضاء متريا 1 فان كل الحقائق المتعلقة المتواليات في الفضاء التري العام 5 والي أوردناها في (۵ © ) اتنطبق عل المتواليات 
ف R‏ ۰ أي على المتوالمات الحقيقية . 


وعلى هذا نستنتح أن التعريف (۳,۵۱) والنظريات (۳,۵۳) و(۳,۵4) و(۳,۵۵) صحيحة في حالة المتواليات 
الحقيقية » شر بطة استبدال امرك العام 1 بمترك القيمة المطلقة . 


ولا كان للفضاء ء ۴ خواص فريدة لا تتوفر في كل فضاء متري » > هن الطبيعي ان نجد للمتوالیات الحقيقية حصائص 
مميزة » سنعرض لأهمها في هذا البند . 


سنورد قبل كل شيء تعريف نبية اتلية الحقيقية ٠‏ الذي يستخلص من التعريض العام (۳,۵۱) عندما يكون 
)×,D(‏ هوالفضاء © . 


۱ - تعريف 


لتكن 5671 :(,2) متوالية حقيقية .و ۵ عددا حقيقيا ما . نقول عن هذه التوالية إنها متقاربة من ۵ . إذا قابل 
کل عدد مو جي ع عدد صحيح ر Ne‏ ¢ نحبت أنه ادا کان n#* Ne‏ + فان © > 2 - lan,‏ . سمی 4 غباية 
المتوالية ۷( ,(م18» ونكتب 8+ ,3 أو 3 = بو 1 . ومن الممكن ايراد هذا التعريف عل النحو التای : تتقارب 
التوالية ۷ ,(مة) من a‏ ۰ اذا حوى كل مال مفتوح مررکزه 3 جمیع عناصر المتوالية : باسطناء عدد منته من هذه 
العناصر . (قد یکون هذا العدد 0 ) , 


نی 


۲ - تعریف 


تكن ۵6۱۷ ,(,ه) متوالية حقيقية . نقول إن هذه المتوالية تباعد الى» +۰ ونكتب + - رة زا (أو م + + ره 
عندماه*- )8‏ اذا قابل کل عدد موجب ۸ عدد صحیح موجب إلا ۰ بحيث يكون ۸ < ,8 أيا كان العدد الصحیح 
الوجب 8 » الذي يحقق التراجحة ١‏ 8 . ونقول عن هذه المتوالية انها تتباعد إلى © -. ونکتب هه - = رة 0إ (أو 
© - + ,3 عندما ده + 2 ) . اذا تابل کل عدد موی ۸ عدد صحیح موجب ۸1 مخت یکون ۸- > ,8 آيا كان 


العدد الصحیح الموجب 8 الذي يحقق المتراجحة دلا .2 وإذا لم تكن المتوالية متقاربة > ولم تكن متباعدة ال 
+ او مه-ى فان نقول ان المتوالية متباعدة . 


النبايات ۱:۱ 
۳ # مثال 


لناحذ المتوالية ‏ 6۳۲ ,( 2). 


(أ ) اذا كان 28-1 . فان 1 "2 عندما »<ه . ذلك أن أي محال مفتوح مركزه 1 ۰ بجوي جميع 
عناصم هده المتوالية . 


(ب) ادا کان 1 <2 . فان © + ع "۾ عتدمات + 0.لاتبات هذا : تفترض 2 عددا توا فا . لا کان في هذه 
الحالة 
a" =| 1+)3- 1 j" < 1+ n(a— [(‏ 
فان 8 أن ۸ :ا کان العدد الصحیح n‏ الذي حمق المتراجحة رلا <0»حت N‏ عدد 
صحیح موجب يحقق الشرط لح <رلا. 
(<-) وي 5 فان المتوالية متباعدة . وق الحقيقه ٠‏ لا يمكن أن تکون هذه المتوالية متباعدة الى © + 
مه علأنه أيا کان 8 فان1+ - ”3 بتي علینا التحقق من أن متواليتنا غير متقاربة من أي عدد حقيقي 
× . فإذا أخذنا احال الفتوح ال ++ -×[ الذي مركزه × . فلا يمكن أن يحوي العددين 1- وا + 
معا . وبالتای :فإ عفدا غيرمته من عناصر اي واقم خارج هذا ال > وهذا يعني أن × لا مکن أن 
یکون نهایه للمتوالية . 


(د ) لفرض الان أن 1 < lal‏ . فإذا كان 0 >2 ۰ فن السهل التحمق بان 0 جه ”7 عندما © + 0 ,. سشت 
الان أن هده النتسحه صصحه 2 ایشا عندما 1 > ۱۵ >0 ( وعند‌ها تکون النتحه تر جح 2 ابا كان العدد 2 


احصور بين 1- و 1+ ). لیکن 0 <» ولنضم کا او يكون 
1 1 5 


|2" -O| = |a|" = ب ۷ بط‎ 
۷" ] 1+)۷-1( ۳ [+ 0 )۷ - 1) 








ستنتج من هذا أن ء >0- ۳ با كان العدد الصحيح الموجب 0 « الذي مه حمق الم‌اححه N,‏ 12 
حیث ,۷ عدد صحیح موجب يلق الشرط 1 


Np 
۷ -[ 
. 0 ادن فو هذه الحالة 0ع ,ج عندما هه‎ 





(ه) وأخيراً ليكن 1- >8 . نترك للقارىء التحقق عندئذ من أن متواليتنا متباعدة . 


وجدنا في (۳,۵۳) أنه إذا كانت متوالية متقاربةٌ » فان نهايتها وحيدة . وتعطي النظرية التالية خاصة إضافية لنهاية 
المتوالية المتقارية . عندما تكون هذه المتوالية حقيقية . 


۱:۷ المدخل الى اتحلیل الرباضي 


٤‏ نظر بة 


اذا كانت التوالية الحقيقية 21 ۳ ,(,2) متقارية ۰ فانها محدودة . 


المرهان 


لنفترض أن ۾ - مه تملا » وأن 1 < > . عندئذ > تحد استناداً إلى (۳,۵۱) عددا صحيحاً موجباً ,۷( » بحيث 
ان 1 > |2 - ,3| ايا كان العدد الصحيح الموجب ١"‏ : الذي نحقق الشرط ,لظ < . ولا كان|ة- م2| > |2|-| :۰/2 
فان N,‏ 2 تقتضي ان بچون [ + lal‏ >|,ة| . وهذا يعني آن جميع حدود ايع ٤‏ رعا باستثناء وا مقر ۰ .مور 
تنتمي إلى امال المفتوح ]1 +|1,1ع |3|-1[ . يترتب على ذا انسهاذا کسان 
(ا+اةاءاء. مها , ... ,ها ) M = max‏ . فان 34 >3,1| أياكان العدد الصحيح الموجب 8 . وهذا يعني 
ان المتوالية اللحقيقية المتقارية 06۷ ,(م3] محدودة . ه 


ان عكس هذه النظرية ليس صحيحاً بعامة . وعلى سبيل المثال » فقد رأينا في المثال (4.۳۳) أن المتوالية 
۷ ["(1-)) متباعدة رغم کونها محدودة . بيد أن نة نمطا خاصا من التوالیات الحقيقية تكون متقاربة . اذا 
كانت محدودة . نورد تعريفها فما بلي : 


۵ س تعر شف 
تكن ١"٤ N‏ ,(,2) متوالية حقيقية . نقول عن هذه التوالية نها متزايدة » اذا كان ,2,۰ > ,ة أيا كان ه من × . 
ومتناقصة اذا كان ,, ,2 < بق" ايا کان و من ll . N‏ اذا استعضنا عن > ود في التعريفين السابقين ب > و < على 


تیب . فإننا نقول عن التلية إنها متزايدة تماما في الخال الأول ومتناقصة تماما في الحالة الثانية . تسمّى التواليات المتزايدة 
أو المتناقصة متوالبات مطر دة ۱ اما المتوالمات المتزايدة عاما أو المتتاقصة عاما فتسمی متوالبات مطردة عاما 1 


٣٣ر٤‏ نظربة 
كل متوالية حقيقية مطردة ومحدودة لا بد وان تكون متقاربة © . 
الرهان 
سنکتی باثيات النظرية في حال المتوالية 8674 ,(,2) المترايدة واحدودة . لا كانت اجموعة neN}‏ : ,48 = 


اخزئبه من ی ید رنب الاعل ٠‏ فإننا نحكم استناداً إلى مسلمة الام (۵1 ,۰ ۰ أن ةا حدا عل الجر 
۸۵ وليكن 5 ی أن 3 = supA‏ ۲ یکت 3 ا مو با ها , عونلل ۽ > هنال عدد ره من ۸ خحت ان 


النهايات ۱:۳ 


>a‏ ,9 4>ع-ة »ذلك آنه لولم يصح ذلك , لغداع-2 عضرا حادا من الأعل للمجموعة ۸۵ . ولاب عل هذا أن 
الحد الاعلی 2 للمجموعة ۸ أكبر من العنصر ع-2 الحاد من الاعلى ل هد . وهذا غير مكن , وبا ان متواليتنا متزايدة . 
فان ۾ > a,‏ > 2 ابا كان العدد م الذي بكر ۷ . ادن ء > | - +3| ايا كان العدد الصحيح الوجب م الدي 
حمق الشرط "<k‏ اي ان هج+ ,2. » 


۷ -- مثال 
لناخذ التوالية 8 ,(2۸) : حيث بر.. بر + +1 > مه : 
n.‏ : 
من الواضح ٠‏ أن هذه المتوالية متزايدة تماما رذن مطردة) . كا انها حدودة من الأعلى بالعدد 3 . لأنه ايا كان 


8 من 1۳ + و3 ۱ 
| و از 


ال چ ۱ ۱ = dn‏ 


ll 3 





3 > لعن بعصا ا و زا 
2 در دم ر 


وبالتالي . فان به 110 موجودة . يرمز عادة هذه النباية بالعدد ء*ونعر عن هذا بان نكتب 


€= [ + 


لنأخذ المتوالية ...,1,0,2,1,0,2,1,0,2 . من الواضح أن هذه متوالية متباعدة . فاذا أخذنا التوالية الحرئية 
ت ۰ 2 ت 5 5 یی | ۳ ی : 
۰ من هذه المتوالية » فانها متوالية جزئية متباعدة كذلك . بيد أننا لو اخذنا المتوالية الحرئية ...,1,1,1 من 
متواليتنا > فان هذه التوالية الحزئية متقاربة . ويبين هذا المثال » بان المتوالية الحزئية من متوالية متباعدة قد تكون متباعدة او 
متقاربة . بيد أن أي متوالية جزئية من متوالية متقاربة لا بد وان تكون متقاربة : الامر الذي تقرره النظرية التالية . 


۸ - نظرية 


اذا كانت المتوالية 10 ع2 ,[,3) متقاربة من ۵ > وكانت 06۱۷ ,( +3) متوالية حزئية ما من 6 ,[,13. فال 
هذه المتوالية الحزئية لا بد وان تكون متقاربة من 8 . 


الرهان 


لا کانت ل0[ع3,(,5) متقارية من ۵ . فانه يقابل العدد الموجب ٤‏ عدد صحیح موجب فان عست 
یکون ۶ >2- بة| : اذا حقق ١‏ الشرط علط <8 . لکن اذا كان ولا en‏ فان ۶ < :۷ (لماذا؟) الامر الدي 


١‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


يرب عليه وفتئد ان > > |3 - , 24| . وهكذا نكون قد و حدنا أنه بقابل العدد الموجب ع غلد صحیح موجب 
, ۰ نحيث يكون ع > |8- , +3| أيا كان العدد الصحيح الموجب 5 . الذي يحقق الشرط 316 <" . إذن فالمتوالية 
الحزئية ۸ 2 , ,(, ب) متقاربة كا أن هج , رد . » 


من الواضح أن عكس هذه النظرية غير صحيح . فقد رأينا في المثال الوارد قبل النظرية أن ...,1,1,1 متوالية 
جزئية متقاربة من متوالية متباعدة . لذا » فان تقارب متوالية جزئية من متوالية لا يضمن تقارب هذه المتوالية . بيد أن تقارب 
متوالية جزئية من متوالية مطردة يضمن تقارب هذه المتوالية » وهذا ما تؤكده النظرية التالية » الي سنكتنى بسرد نصها دون 
البرهان . 


۹ - نظرية 


ادا وجدت متوالية جزئية ١‏ 2 ,(, ,2) متقاربة من متوالية مطردة× 2 , (م3)؛فان المتوالية ۱۷ ,(م2) لا بد 
وان تكون متقاربة . وفضلا عن ذلك « فاك[...,يقررة]هنا5 = lim a,‏ في حالة المتوالية المطردة المتزايدة ‏ و 
۰.۱.,یق,,2) ]هذ = مه هنذا في حالة التوالية المطردة التناقصة . 


وهكذا . فان النظرية السابقة (4.۳۹) والنظرية (4,5 ) توفران شرطین کافیین لتقارب متوالية مطردة . 


سنورد الآن نظرية جبر النهايات للمتوالیات الحقيقية . تلك النظرية الهامة في حد ذاتها ۰ والتي غالبا ما تستخدم في كثير من 
التطبيقات العملية . 


۱ - نظرية ( جير نهابات المتوالبات ) 


لتکن (,ط) ,م (,2) متواليتين متقاربتین من ٠‏ 8 على الترتيب . عندئذ : 
a+b )۱(‏ = (مط+ lim (a,‏ 
)ka,( = ۲2 )۲(‏ اء یا کان العدد الحقيق ) 


5 lim (a, ba) > ab ۳( 


ره 1 - (سعق) ناء شريطة أن یکون 9۶0 و۶0 ,أياكان ه من ۷( . 


١ ۵ النهابات‎ 


المرهان 


ان هذه النظر بة تنتج عن النظرية (۲۸ ,)ان المتواليتين دالتان حميميتان ساحپها المشتركة هى محموعة الأعداد 
الصحيحة الموجبة ۷ »کا أن مه هي نقطة حدية ل N‏ . ورعم هذاء » فائنا پیب بالقاریء اثبات هذه النظر به مياشرة استنادا 
الى التعريف ,"١(‏ 5 ) . ه 

سنورد الآن مثالا نبين فيه كيف بمكن استغلال النظرية السابقة في بعض التطبيقات العملية . 


۲ مثال 


لايحاد نهاية المتوالية 18 ©8, (-30+7- :8ق ) . نلاحظ أن 


10112 - 5 


٩ 3 ۲ 
lim 59 -39+7 _ lim FM _ 
#9 10112 — n ۳ 10 1 
11 


lim 6-3 +) 
n n? 


(استناداً إلى )٤(‏ من (۵:۳۹۱) ) ا 
im )10- kL)‏ 


lim (A )‏ +( ك) lim 5 — lim‏ 
1 1 تت ع ۲۱ 1 تحت م ع 
( استنادا إلى (۱)) ون ا با 0 
رل lim 10 lim‏ 
11 نت چا ضع ا 


۲ ( )هار 7lim(k‏ + رط) 3lim‏ - 5 
(استنادا إلى (۲) و (۳)) E RE‏ به 


10 lim (k ) 
nem 11 





5-3)0(+700()0( _ 5 21 
10-0 10 2 


£ المدخل الى التحليل الرياضي 
۳ - نظرية 


لتكن (مط!, (.3) متواليتين حقبقيتين متقاربتين من ط, على الترتيب . فإذا كان ,8 < ره بدءا من عدد طبيعي 
Ml‏ . فال ط +2 


الرهان 


لنفترض جدلاً أن متواليتينا تحققان شرط النظرية » وأن 8 >2 . بما أنهاتين المتواليتين متقاربتان من طا م 2 . 
اله يقابل العدد الوجب عا عددان صحیحان موجبانياة بر ,اغبت آنه إذاكان ,255 > فنص > زو - مه . 


واذا كان یل <2 > فان a‏ »> (ه - ۰ . بترتب على هذا اه اذا كان بل <2 فان 2 +8 > «2. وانه اذا کان 


اسر 


n<,‏ فان قە < ,م . ستتج من هذا أنه اذا كان ,ب NءM Max]‏ <" . فان 





8 .32 9 بط > به» وهذا مستحل . ادن : لا بد ان يكون‎ > BÊ >a, 


٤‏ نتيجة 


لتكن ۰۱۷ ,(,0) متوالية حقشه متقارية من 9 . فادا کان 8 عددا حقيقيا ما نحيث ,ط <8 : بدءا من عدد 


الرهان 


اذا افترضنا ٤‏ النظر به (4,۳۹۳) 8 = م8 ايا كان العدد الصحيح الموجب 0 > وفعنا على النتبيحة مباشرة . و 


النپابات ۷ ۱ 


عارین 


نبايات الدوال الحتقيقية 


(#سسااع 
لتكن را و دالتين حقسقيتين ساحتهما المشتركة انحموعة الحزئية 5 من فضاء مثري . ولتكن ×٠‏ نقطة حدية 


ل 5 . فإذا افترضنا أن نهایتی 5 ره في النقطة ۰* موجودتان » فاثبت أن للدالة الحقيقية ۶ . التى ساحتها 5 والمحددة 
بالدستور ( (×)رگ,(×),۴ ] ۳۵ = (1 ء نهایه في × . 


( f(x) 3 : [f,(x) ۳ ,)×( + |f,(x) - f,(X)| ۱ ارشاد‎ ( 


(6 -۲) 
احسب اللهايتين التاليتين ری حال وجودهما) : 
متو i‏ ق 
01 ۱*۱ 1.۷ ) 7 ,3.۷۱۷ ] 
تفت ۱۷.۷۹ ف ین 25 


وذلك بافتراص 5 ابا ف احموعات التالية 98 الفضاء الا قليدي دي البعدین 2 ۳۲9 : 


)1( 5 = (لا,)!‎ : ۷۲ = a) ) 5 0( 
(1) 5 = ))۲,( : ۷ = ax?) ) 2 0( 
(ii) 5 = {(x,y) : ۷۶ = ax) (a#0) 
(iv) 5 - ( 


( £ — ۳) 
لتكن ۴ دالة حقيقية ساحتها انحال الفتوح (ا,2[ . وليكن × عنصرا من ]9,5[ . لناخذ الدعويين 


التالتن : 


(i) lim |! )۶+( - 1) | = 0 
وم‎ 

(ii) lim ۱۲+ -»ع)+-‎ (| = 0 
بط‎ 


۱ ( ان ان 1) تمتضى (1) دوما . 


(ب) اند مثالا ف نه أله من المکن أن ت تتحفی (ز) دول أن تتحفی () . 


١47‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


)4-184( 


لتكن الدوال الحقيقية الخمس ۴ : التي ساحة كل منها ۴*١‏ . والمحددة بالدساتير التالية : 





(x,y) + )0,0‏ ) + + یز 
(عندما (0,0)٭ (۷:) ) مت ۱ ۱ 
(x,y) =‏ )1( 
(عندما (0,0) = (۷,۷) ) 0 
( عندما (0,0) ± (۷,) ) 
۱ = (۷,)] )11( 
(عندما (0,0)- (لإ,<) ) 0 
(عندما ۷۶0 ( Lsin(xy)‏ 
(ii) f(x,y) = ۱‏ 
( عندما 0 - × ( ۷ 
(عندما ۸0,0( ) (x + yJsinl-sin‏ 
(iv) ])(,۷( =‏ 
( عندما (vaj «=D‏ 0 
( عندما 13721 ۱۵0۱۷۴ ) ۱0 - sin x‏ 
tan x - ۷‏ 
= (16,۷)] 70( 


6053 ) tanx - ۷ (,عندما‎ 


قررفي كل من هذه الدوال الخمس ما إذا كانت النهايات الثلاث التالية موجودة : ثم احسب هذه النهايات في حال 
وحودها ۱ 


lim [lim f(x, ۱ , lim[ lim f(x,Y] , lim f(x,y) 
[]اع > اع با ا‎ 


,۱۲۰۱۱۱ ل عم 


الهايات ۱1۹ 


£٤ (‏ -۵) 
لتكن ۴ دالة حقيقية ساحتها ۴ ۰ ومحددة کا بلي : 


(عندما يكون × عاديا ) 0 
(عندما يكون < غير عادي ) 3 ۲ 


ماما 


د ان lim f(x)‏ غير مو حوده ابا كان ۲ من R‏ , 
1F‏ 


)٩-- 6(‏ 
تكن ,6,...,ر؟,؟_ دوال حقيقية ساحة كل منبا محموعة جزئية 5 من الفضاء الإقليدي "۰ ولتکن 


یی 


-5:] دالة محددة بالدستور 
) (),] ۰۰ .,()د],(),) ) = (x)‏ 
ایا کان × من 5 . فاذا كانت ۾ نقطة حدية للمجموعة 5 . وکانت ‏ نقطة من "8 فبرهن أن الساواة 
(متام. ۰ .موهای9) ط و ۲ = lim f(x)‏ 


تكافيء الساویات التالية (الی عددها 8 ) : 


بط = (1)ء) lim‏ 


: ارشاد . لدينا‎ ( 
) ۱10۵-0۱ ۱۱۲۵۵ - > 5 ۱۸۵۵ 
k= j 


(۷—8) 
تكن 8 دالتين حقيقيتين ساحت| المشتركة المجموعة الحزئية 5 من الفضاء المتري (2,×). ولتكن م“ نقطة 
حدية ل 5 . بين انه إذاكانت 0 = (0) نذا . وكانت الدالة بم محدودة (أي اذا كان هنالك عدد موجب ۷ . 


خيث M‏ >|(«)ه|. أباكان × من 5 ). فان 0 = )(ه؟) ٣ا‏ 


(8-14) 
نکن ۶ - ۳ :] داله محددة بالدستور ء 
(عندما یکون × غير عادي) × 
( عندما يكون × عاديا ) ير ] | -0) 


۱9۰ المدخل الى التحليل الرياضي 


اود .lim (xX)‏ (ادرس اولا لاله چ 1 = و + ثم ثم إلحالة عندها يكون ددا عاديا اا ل : وأخيرا الحالة الي بکون 


فيا ×٥‏ غير عادي ) . 


(85+-4) 
کر 98 ره سانا الجموعة الحزئية 5 ع الفضاء التري (لابض) ر لدكن 8 شطة حدية ل وو 9 عددا 
ميقي موجبا محیث ‏ = (0) 1ا 


(أ ) بين أن ثمة كرة مفتوحة (,۱۷۵,۵ ۰ بحيث أنه اذا كان × عنصراً من 5 ۸۳۵,۵0 : فان 0 < . 


(ب) ات وحود كرة مفتوحة (:۷)2:۵ . حبث أنه اذا كان × عنصرا من 5 ۰ (ر۳)2,8 > فان 2 < (۱0. 


( --۱۱۰) 
لتکن ۴ داله حقيقية على ۴ محددة بالدستور التالي : 
(عندما 2 >ا) ‏ ۲-2 
( عندها 2 = ۲) 2 = f(x)‏ 


»+2  ) 2>× (عندما‎ 


أوجد 000 ونا و 100 ول . هل النبابة 100 نا موجودة . ولاذا ؟ 


(19-8) 
ات 1 داله حقيقية ساحتبا ]© + ,0[ . ومحددة بالدستور ۹ = ()] م, برهن ان 0 = .im f)»(‏ 


(#8 نز 
سکن 1 دالة مه سا حتپا RB‏ . ولیک ذا علدا که ما . برهن ان الشرط اللازم ۾ والكافي كي یکون 
lim f(x) = ۵‏ هو ان ٠‏ تقایل العدد ونکت الا عتا: رق ع عمد ا مو جب N,‏ « لخبت آزة اذا كان 3 عددا حقیقا 


خف المراححة x< N,‏ . فان ع>|ط-(*)!1|, 


(8— ۳( 
تی # دالة ةغل 8 . ولیکن و عددا حقیقیا ما . لاعف الدعویین التالیتین : 
(i) lim f(x) = b , (ii) lim ۱۴۵۱ = |b|‏ 


(! ) اثبت ان () تقتضي (1) دوما. 


(ب) أورد مثالا يبين ان صحة (1) لا تقتضي بالضرورة صحة () . 


الپابات ۱ ۱ 


22-839 
e‏ 1 داله حشئه على 4 : برهن ان الشرط اللازم والكافٍ كي يكون هو ات ()؟ lim‏ هو أن يقابل اند 
الموج الاختباري © عدد صحيح موب يل ند یت يكون © <(100 ايا كان العدد الحقيق ۶ الذي تحقق المتراجحة 


. 2 2 Ns 


(ؤ5*-©ه١)‏ 
اکن ٤‏ دالة حقيقية على ۸ وليكن 8 عددا حقيقيا ما > ولنفترض أن تقارب اي متوالية حقيقية 84614 ,(,2) 
من العدد 3 ۰ يقتضي تقارب التوالية الحقيقية ۷( , ((,12) . برهن عندئذ ان لمهایه (0] ۱۱۳ موحودة . 


(ارشاد: لتكن (,'8] , {an}‏ متواليتين متها ربتين من 3 . عتدئل : يل ال ٠ f(a, ) = b‏ و تس ( بر 8)] . برشن ان 
© دط ). 


اي العليا والنباية الدنيا لدالة 


)٠15-5( 
ولتكق ولا نقطة حدية ل 5. ين آن‎ : ٩ تكد ۶ دالة حقيقية محدودة لتغیر حقيق ساحتها‎ 


lim sup - f(x) = - 11۳ inf f(x) 
1 هالا با ملاح‎ 


)١97/-8( 
إذاكانت ؟ دالة حقيقية لمتغير حقيق ساحتها 5.. وكانت م« نقطة حدية ل 5 . بين أنه اذاكان © عددا‎ 


lim sup f%(x) = (lim sup f(x) (7 


lim inf fx) = (lim inf f(x))“ 


۱5۳ الدخل ال التحليل الرياضي 


(۶ — ۱۸) 
اذ تبنیتا فرضیات النظرية (4.۳۲۹۹) ۰ فبرهن على صحه ما بلي : 


lim inf f(x) + lim sup g(x) > lim sup (f + g)(x) 
lim inf (f + g)(x) > lim sup f(x) + lim inf g(x) 

ستنتج من هذا . ومن الشق (۱) من النظرية (4,749) ۰ أنه في حال کون النبابة 00 نل موجودة : فان 
lim sup(f + g)(x) = lim f(x) + lim sup g(x )‏ 


lim inf (f + g)(x) = lim ])۵( + lim inf g(x) 


)١84-8( 
لتکن ۴ + [۴:]0,1 دالة معرفة کا بل 2 - 10 . اذا كان × عددا عاديا من ال ای کر‎ 


غير قابا للاخترال ) و ۴)0(=1 . آما ادا كان × عددا غير عادي . فان 0 = (×)۴ . احسب (»)؟ مناة نا . و 
بر فالس : يي * م um‏ 


()؟ imin‏ لكل العناصر ×٥‏ في [0,1]. 


)5١-5( 
قول عن دالة حقيقية غير حقيتي ساحنبا .5 إنها نصف مستمرة من الأعلى في النقطة م* إذاكان 5© م×. وإذا‎ 


قاب العدد الو جب الاختياري ع عدد موجا 0 . یب اله ادا کان * عنصرا من 5 محفق الم‌اححه 
4 >|ء»-<| . فان ۶+(,1)5> (10 . فاذا افت‌ضنا Kê‏ وان ×٠‏ نقطة حدية ل 5 . ف ان الشرط اللازم 
والکای کی تکون ۴ نصف مستمرة من الاعلى بي × هو ان یکون 


۱ lim sup f(x) > 1), ( 


نقدم بتعریف ممائل لنصف الاستمرار من الأدنى . ثم اورد نتيجة مائلة وات ببرهان ها . 


) ۱۱ — €( 


برهن على ان مجموع وحاصل ضرب دالتين کل منیا نصف مستمرة من الأعلى (الادنی) دالتان کل ما نصف 
مستمرة من الأعل (الادنی) . 


النپابات lor‏ 
نبايات امنواليات الحقيقية 


( -- ۲۲) 
0 ) استنتح استنادا الى نظرية ذات ادین + أنه عندما 0 <5 . فان 


92 للحشلظ > عزم ب nb‏ + 1 < ”رط + 1) 
i 5 5 ۳ U‏ 
(ب) اذا كتينا ,۵ +1 = ھ عندما 1 <ھ . فاثبت ان 0 - مط ”نا . واستنتح من هذا ان 1 "8 11 . 


E‏ ۴ ا 
وعندما 1 >2 >0 فائت ان 1 = "8 ۱1۳ . 


جوج عد [] 


(ج) اذا كتبنا ان برط +1 = ”27 . فيرهن ان 0 = ,ظط 1170 ٠‏ واستنتج من هذا ان 1 - 55 lim‏ 


][ جد‎ on 


0 ۳ 7 
(د ) برهن ان (2,0) 2۸ =*("ط +4) نا . وذلك بفرض ارج عددين موجبين . 


(9-5) 
برهن أن كل متوالية متناقصة ومحدودة في ۸ لا بد وأن تكون متقاربة (إرشاد . راجع برهان النظرية (4.55 )). 


(5:5؟) 
قدم ال تين فه أل ليس كل متوالية مطردة ومحدودة في © هي بالضرورة متقاربة ي © 


۲۵ -- 4( 

۱ 2 لاه ,(,ة) متوالية حقيقية متقاربة من ۵ . بين أن عة متوالية جزئية مطردة 6۷ ۱,0 +18 من 

۶۱۷ ,(,2) متقاربة من ۵ کذلك . (ارشاد . هنالك محموعة جزئية غير منتهية 5 من الاعداد الطبیعیه N‏ ۰ حیت 
[a,a+ Il‏ ء (5ع م : معا او [8-1,8[ ع(265:مة) 

إختر المتوالية الحزئية المطردة من امحال المناسب ۰ ومن ثم استخدم النظرية (4:۳۸)) . 


(--۲۹۱) 
مق »باس حدام نظر به دات الحدين 1 بأن المتوالية ۷ 6 ,42,1 « حت 1 +1 = 2 ؛ متزايدة ومحل وده سس 
الأعلى بالعدد 3 » ومن ثم فانها متقاربة . 


lot‏ مدخيل ال التخایل اريامي 


(۷ (١ 


(| ) نحقق من انه 


ذا 


اذا كا 1 <8 . فان “قم >'- +a‏ , . . +3 +1 ایا کان 2 من «N‏ 3 برهن أنه ابا كان 


ڪا مس 


11 م : N‏ 3 ۳ ف 


2 _-- ۷ ۲*1 
3 1 1 
11 ۲1+ [1 


برهن کذاك . أنه ادا کان 1 >8 >0 . فاننا نجد ابا کان 8 من × أن 


— a *1 1 
1-2 لع‎ 3 
n+ [ ۳ 


۴ 


(ب) لیکن 5 عنصرین ما من © ۰ حيث 5 >0>۷. استنتج ان 





a> 1 عندما‎ lal ويم‎ 
۲ 5 

ويخ ار بر اعد ۱ لا | > 2 > 0 
۲ 5 


(9) المتوالية ((۱- ۵/) متناقصة تماما ومتقاربة . 


۹ :5 ا ۱ 
(1) التوالية (( * - 0)1) متزايدة عاما ومتقاربه من نفس مابه التوالیه في (). 


برهن أنه ایا كان العدد الوحب و + فان 


1 


(ننذ) المتوالية ((1 -- 4808 متقارية . 


(58-4) 
نقول عن متوالية 6۸ ,(,ة) إنها مطردة بعد عدة حدود : إذا وجد عدد صحيح موجب ,م بحيث نکون 


المتوالية 14 {3n +1, - |, n€‏ مطردة 3 وهدا بعي ان المتوالمة. . “وومةه dn‏ متوالبة مطردة : 


النپابات ۵ ۱۵ 


لنفترض الآن 1 >8 >0 . بين عندئذ أن التوالية 514 ,1 ملا » حیث "هم -,لا؛متناقضة في بعد عدة حدود 


XK 5‏ ون E 5 n+l... f m=‏ 
وحدودة من الادنی بالعدد 0 . استنتج من ملاحظة ان ,دا سم" = ,لا أن. 0 = (110)887 


ما هو وضع المتوالية في الحالة 1 >|3| . وف الحالة ‏ 3|>1| ؟ 


۳۲۱ 8( 


اذا سرناعلی منوال السألة السابقة ۰ فاثبت أنه ایا كان العدد العادي م ۰ فان الشرط اللازم والكافي كي يكون 
lim) a") = 0‏ ۰ هو 1 > lal‏ . 


هل التوالبات التالية × €" ,|:82) متقار به 


تقب پو )1( 
۷ مر 
کات بو (زز) : 
۳۹ 
ا ]م - ره (iii)‏ 
3 
(ل ٥‏ )_ لل ے (iv)‏ 
٣ ۱‏ و 
(09--غ+", 0 
أثبت أنه أبأكان العدد الحقيقي a‏ .فان .۰ 0- هن 


القصل الخامسير 


2 تب 0 ا تا 
. : 259 5 پیب 


a aE 3 ۳ ۲‏ 
فا ued a‏ لكك ها 
1 از iii‏ 7 00 ا ار ور گر ینیس تن ع ۳ 
وه 


لا بد أن يكون الطالب قد عرض فهوم استمرار الدوال الحقيقية المتفیر الحقيق» وذلك في باکورة عهده بدراسة 
مبادىء علم الحساب التفاضلي والتکاملي . واذا رغبنا في وصف غير دقیق لدالة مستمرة ۴+ ۴:۴۸ ف النقطة × » قلنا 
ابا الدالة الي تحافظ على قرب عبد ا لا خری  ٠‏ کعنی أن ۴ تنقل التقاط القر ببه بصورة كافية من م إلى تقاط قر ببه 
من(,*1 بقدر ما نشاء . وواضح أن العنصر الاساسي ف هذا التعريف هو المسافة بين نقاط ۴ . ان هذا سیب بنا الى 
تعميم مفهوم الاستمرار ٠‏ نحيث یشمل الدوال من فضاء متري الى اخر : دون أن يكون هذان الفضاءان حقيقيين 
بالضرورة . ونحيث يستنتج التعريف التقليدي لاستمرار الدوال الحقيقية للمتحول الحقيق من هذا التعريف المعمم 


للاستمرار . 
۱ - تعاریف ونظر بات اساسية 
Basic Definitions and Theorems‏ 
۲۱ تعاريسص 


ليكن (0,0 و (۷,۳) فضاءين متریین . نقول عن دالة ۷ + .م انبا مستمرة في النقطة ولا من × ۰ 
اذا قابل كل عدد موجب ٤‏ عدد موحيث 0 ۰ محیث أنه اذا كان X‏ عنصراً من X‏ و  xeN(x,,d)‏ فان 
(ع,(8 )لاع N‏ وإذا كانت ۲ مستمرة في کل نقطة × من ۰ فانه يقال بان 1 دالة مستمرة ( من الفضاء ((7<,1) 
إلى الفضاء (۷,۵) : أو اختصاراءان ۶ دالة مستمرة غل 36 . وبعبارة ارق + فان د۴ تکون مستمرة فى ,5 
من × . اذا قابل العددّ الموجت 6 عد موجت 4 . نحيث اذاكان × عنصرا من × يحقق المتراجحة 6 > (ء×,5)x‏ » 
فان ع >( (,) , 12)10:0. 

۱۷ 


۱۵۸ المدخل الى التحليل الرياضي 


هذا . وني الحالة التي يكون فما کل من (06,0 و (۷,0) الفضاء الألوف © ۰ فان التعریف يأخذ الشکل 
التالي : نقول عن الدالة جم ع © :۴ نبا مستمرة في النقطفه ,× إذا ابل کل غج ء عدد موجب 4 ۰ حیث أنه 
اذا کان × عنصرا من × و 4>إءخا-*|ء فان ۶ >1*0(۱- (۱10 . وبعمارة ة آخری > فان التعر یف السایق يغدو 
التعريف التقليدي لاستمرار الدالة الحقيقية المتغير الحقيق . 


هذا .ع وادا كانت ۴ تقایلا : فثمة دالة عكسة -] 1 ی 2 هد ه الا له ٠‏ اذا کانت کل ل فين ۲۲ 
هستمر 5 ۰ فال f‏ ندعی هومیو مو رفیزما ۰ او تطبقا تو بولو جیا او تقايا* ثناني الاستمرار . و فال عندئد ان الفضاءين 
(2,0) و (۷,۲) هومیومورفیان او متکافتان تویولوجیا . 


واذا كان الفضاءان (0,  .‏ و (2,ل) هومیومورفیین . وتحقق فضلا عن ذلك الشرط 
((2*)1000,509- ((,00 . ایا کان لا,* من × ۰ فان ۴ تدعی دالة ايزومترية . ویقال عندئذ عن الفضاءین 
ال موميومورفيين (2,0) و (5,¥) انب ایزومتریان . 


وتجدر بنا الاشارة الى أن العلاقات الترية في الفضاءين الایزومتربین واحدة ‏ لعل وجه الاختلاف بسا 
يكن فى طبيعة عتاضرغما ۽ الآمر القع بجر غي ذي بال في نظرية الففاءات. التزية + لذا یعتبر القضاءان الایزومتریان 


متطابقین . 
۲۳ -- امثلة 


(۱) لناخذ الفضاء ء الحقيتي المألوف ۴ ۰ والفضاء الاقليدي ثننيالبعد 8 . لنعرف دالة 8۳ + 8 :۴ بالدستور 


(x,×)‏ =۴ ۰ آیا كان العدد الحقيق × ند فلن أن ۶ سعيرة . ف للقن ۶ یکین لر عنصرا 
اخحتما, ربا من ۴ و > عددا موجبا ما : ولنختر العدد كب = 6 . إذا رمزنا ب 0 للمترك الاقليدي على 
R?‏ + فاننا ناحظ أن 


D((x,% ,)۷,۷( (> <‏ >> ع > ۶ [:(۱-)+<(-) ] <> 0 > | - | 
6 >( (۲)۷, ۳۶08 = 
وبالتالي ‏ فان 1 مستهر 8 . 
(۲) لناخذ المحموعة ”۸ ۰ ولنعرف علیا أولا المترك الإقليدي 2 (۳,۱4)» ثم الترك المنقطع © (۳,۱۲) . 


عندئد ‏ تحصل عل الفضاء الا قليدي «R"‏ وفضاء النقاط النعز له (ن), (R"‏ ۰ ارز ۳ 1 للداله الطا یمه 
عل انحموعة "۴ » ولنبين أن الدالة "۴ + (1:)8",0 مستمرة . 


الدوال المستمرة من فضاء مترى الى آخر ١54‏ 


ف الحقيقة 4 ليك ¥ عنصرا اختباریا من "1 ۲ ع علدا مو حا ها 3 ولنخم العدد تا عازن 1 . لما كان 


ع >0 - ( )1 , )11 > 0= (۷,۷] ح ۷ يبر >= [ > 6),۷ 


فان 6۲ - (6, ۳) : 1 مستمرة . 


ل الآن للدالة المطابقة عا الحموعة "1۳ ب 1 » ونث أن الدالة ج وا ۱:۳۳ ع مستمرة . ا 
ر السام E.‏ ر۵ . فرص 
حدلا أن 1 مستمرة + وليكن 1 == . عندئذ : هنالك عدد فوجب 4 ست »۰ 
D(x, > 4 => 610۵ , )۷( (> 1‏ 
لنختر لعنصرین ۷ و ی R"‏ اللدین حمقان الم اححه dû‏ > (۷,* ] 3 خی کون KEY‏ ۰ هن الواضح وجود متل 
هذه التماط ) ندید بکون 
۷ = << 1 > 06,۷ >= 1 >( (۱)۱ , )61 


وهکذا . فان تسلیمنا باستمرار الدالة المطابقة (©, 8)- ”8 :1 بوقعنا في تناقض . وبالتای . فان هذه الدالة المطابقة غير 


بين هذا الثال علاء أن استمرار دالةءمن الفضاء اي (7,2) ال فضاء متري اخر (*4)9/,2لا بتحدد مبذه 
الدالة فحسب ‏ بل وبدالى المسافة ”5,2 كذلك . 


(۳) ليكن » عدداً حقيقياً موجبا . ولتکن (۷,۲)<- (۴:)×,5 دالة غامرة : يث( (8:0,109) 21 = (,] 
ایا کان X,Y‏ ۳ 4 . سین ان م هومیومو رفیزم . بلاحط اولا ان شماه > ذلك أن * 
(N) = f(Y => 2 )))0 , 10 ( - ۵ => aD(f(N , ۲) ( - 0 <<‏ 


1 


لنفرضص الان X‏ عنص ١‏ هم من 2 06 ٩‏ ع عددا مو جا ما ٠‏ ولنحم عت ل ا كان 
ا Û‏ > ( (,(۸) ۲۲ جد ۵ > (۷),۷ . فان 1 مستمرة . 
١ 2‏ 


لیکن 2 عنصراً ما من ل و ء عددا موجبا ما . ولنختر * 4 . لما كان 


(î 
D(zuW<d => D(fX2 , fu) (> ad = € 
فاد ؟ هومیومورفیزم‎ ٠ فان ۴3 مستمرة كدلك : وبالتای‎ 


اذا عدنا إلى تعریف نهاية دالة من فضاء متري إلى اخر : فاننا نلمس تقاربا بين هذا التعریف : وتعریف استمرار 
هذه الدالة . وعل وجه التحدید ترد النظریتان التاليتان . 


۱۹۰ الدخل الى التتحليل الرياضي 


۳ - نظر بة 


ادا كانت الدالة ‏ من الفضاء التزي (06,0 إلى الفضاء المتري (۷,۳) مستمرة في النقطة × من × ب 
وکانت ۲۰ نقطة حدية ل × ۰ فان (, = 600 جنا 


ie Fag 


الرهان 


بترتب على کون الدالة ؟ مستمرة في ×٠‏ . أنه يقابل كل كرة مفتوحة (ع,(ء×)؟)N‏ كرة مفتوحة 2 (4: ,)۷ 
عت انه اذا كان × عنصأ من 2 منتميا إلى (4, .)ل ۰ فان (ع,(ہ×)N)f‏ € ( . بتعن على هذا اله اذا كان × 
عنص | من 26 عتما الى (4, :)57 (وهذا العنصر موجود لأن م نقطه حدبه ل × فرضا) ؛ فان (16 عنصر من 
N(f(x, ),€)‏ + وهذا يعني استنادا ا أن a. lim ])( = (xo)‏ 


4 نظرية 


لتكن ۴ دالة من*الفضاء المتري (,»0 إلى الفضاء التري *8,ل) .ولتكن مهد نقطة حدية ل × وتتتمى إلى 
× . فاذا کان *)1 = lim f(0‏ 1 فان ؟ دالة مستمرة ي ا 


البرهان 


لتكن (۷)2,(,۶ كرة مفتوحة اختيارية مرکزها (xo)‏ في لا . اذن نجد استنادا إلى (4:۱۱) : أن مة كرة 
مفتوحة (0,<)]! مركزها رد : نحيث أنه إذا كان 1 عنصراً من 2 بن بنتمی إلى (۲,,۵) ۱۷ > فان (۲) سر من 
N(f(x,),e)‏ لک × عنصرا من × منتما الى (۵, .× . فادا كان × = × ء فان (ع, f(x) € N(f(xo)‏ (لأن أي كرة 
مفتوحة تحوي مركرها ) . وإذا كان × ۰۷ فان (۰۱۷)۷,,۵ . وبالتالي فان (ع,(م*)1)لاء («)] اشنا . وهذا بعني أنه 
اذا کان × عنصرا من × نيا ال (0, ,۱۷ ۰ فان eN(f(x.),£)‏ 0« ۰ لذا فان ۴ مستمرة في النقطةم*. » 


وتجدر بنا الاشارة إلى أن کل نقطة × من × ليست حدية ل ۱ لا بد أن تکون نقطة استمرار ل ۶ ۰ ذلك أنه دسر 
هذه الدعوی,لوجدنا استنادا إلى (۱۱ ,۵ ) عددا موجبا ,ع ۰ نحيث انه ادا کان 4 اي عدد موجب فهنالك عنصر × 
(۷«,,:۵ ۰ نحيث يكوك (,ء,( ,)421 60 . ومعنى هذا » أنه آبا كانت الكرة الفتوحة (6, ,۳۷۸ اي مرکزها ۰ فشمة 
عنصر × مغاير ل ,لمحت (4,ى*« )لع ير . اي أن ,ا نقطة حدية ل × > وهذا خلاف الفرض 


نستعج من التظریتی السابقين : بانه في حال کون رد نقطة حدية ل × سيا بل يد اد قترياء الاق 


والكافي كي تکون ؟ مستمرة في ,× هوآن يكون ل*)؟ = )۴ نذا . ومن الحدير باللاخظة ‏ أنه بالامكان صياغة هذا 
الشرط بالشكل (lim x)‏ ك = f(x)‏ ار . وهكذا ٠‏ فاذا كانت 1 دالة تمر ۵ 5 النقطة و 6 فتصح البادله ای 


موضعي رمز النهاية نا ورمز الدالة ٠‏ 7 . 


الدوال الستمرة من فضاء متري الى آخر ١11‏ 


سنو رد الان نظر به یدد الدوال الستمرة , بلغة الکرات المفتوحة . 
۵ - نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تکون الدالة ۴ من الفضاء التري (2,12) الى الفضاء المري (*(1,لا) مستمرة 
النقطة پر هي" ن × هوان يقابل کل كرة مفتوحة (»,( N(f(x,‏ مرکزها (م7)] ۴ لاءكرة مفتوحة (6, N(x‏ مركزها ۰ 
× ۰ نحيث یکون (85,(,6) N‏ ع( (1)20)<,,4. 


الرهان : 


لنفرض أن ۶ مستمرة في مد من × . اذن يقابل العدد الوجب ۶ ۰ عدد موجب .4 ۰ محیث أنه اذا کان 
× عنصرامن × و 4  0۷,,(>‏ فان ع >((,1۳)80(,60 . ویترتب على هذا . انه ادا كان (۱۷,۵ . فان 
f(x) (۱), (,۶(‏ . وبالتالی ۰ یکوت (ع,(,۱۷6۷ >( (۳۷,,۵)]. 


وبالعكس ٠‏ لنغرض أنه يقابل كل كرة (۶,( ,)6 )۷ مركرها (م*1 بي ۷ . كرة (0۵,ہ۔×)۸ مرکزها 0 ی 


× . یٹ يكون (ع,(م<)7)4 >( (6,م)۷()] 
ان هذا بعنی أنه بقابل کل عدد موجب © عدد موجب 4 . ىت 
(ع, xEN(x,,d) => f(x) € N(f(xa)‏ 
او 
ع >( f(x)‏ , (م<)؟)۲ >= ل > (,م )12 


ای ان ۴ مستمرة في النقطة ۰ 58 


۷ نتبجة 


يترنب على النظرية السابقة أن الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة ۶ من الفضاء التري (00,0 في الفضاء 
المتري ("۷,۲) مستمرقه‌هو آن تفا با ل كلا غنضر > من × . رک ند عرب ٤‏ عدد مو جب ۵ تابع كي الحالة العامة 
ل × ). بث یکون ۱۵,0 ((۵,)) , 


اش عن امكان التعبير عن الدوال الستمرة بلغة رنه ت الفتوحة : من المکن استخدام لغة احموعات الفتوحة 
أو المغلقة ۴ دید الااستمرار 95 هله النظر بات عم للنشحه السابقة . 


5 المدخل الى التحلیل الرياضي 


۷ نظرية 


الشرط اللازم والكافي کی تكون الدالة ۴ من الفضاء المتري (04,2 إلى الفضاء المتري ('۲,2) مستمرة‌هو آن 
بقابل کل عنصر × من × وکل جوار ۷ ل (0 خوار لا ل × + حت ۷ ۶ (0). 


الرهان 


لنفرض آولا أن ۶ مستمرةءولتكن »× نقطة اختبارية من × . فاذا کان ۷ جوارا ل )۴ . فهنالك كرة 
مفتوحة (ءع,(N)۴)x‏ مركزها N(f(x),ٍ)c ۷ dı . f)»(‏ . لکن 1 مستمرة : ادن جد استنادا إلى (۵.۱6) أ 
هنالك كرة مفتوحة ۱۷,۵ مركزها × . بش(ه,(60) ۸۷ >(۵,)موهذا يعنى أن هنالك جواراً ل × هو 
(۱۷,۵ = لآاء. ىث ¥ > (1)17. 


وبالعكس ۰ لنفترض أن شرط النظرية محقق . إذن يقابل الكرة المفتوحة (ء,۸)۴)0 جوار لا ل ×+ بحيث 
(1:0.2)ل! > (1 . ولا كانت لا مفتوحة . و لاع* . اذن هنالك كرة مفتوحة ۱۷:۵ مرکزها × . نحيث 
Nx,d)C U‏ . الامر الذي بيترتب عليه ان N(x,d))c f(U) © N(f(x),e)‏ > اي أن ! مستمرة ("١.85).ه‏ 


نظرية 


الشرط اللازم والكافي کی تکون الدالة ] من الفضاء التري (0,) ال الفضاء التري ('(1,لا) مستمرة ۰ و أذ 
يكون الخيال العکسی وفق ۶ لاي محموعة مفتوحة في (۷,0) محموعة مفتوحة في (06,82 . 


البرهان 


لنفرض أولا أن ۶ مستمرة > ولنبرهن آنه أباكانت المجموعة الفتوحة لا في (۷,7) + فان (ا)-۴ مجموعة 
مفتوحة في (05,2 . فاذا کانت (ا)-) خالية » فانها مفتوحة . اما إذاكانت (لا)-) غير خالية » ورمزنا ب × لعنصر 
اختياري منها . فان (80 محتوى في ا . ولا كانت لا مفتوحة ١‏ فثمة كرة مفتوحة (ع,(«)۱۷1 مركزها 400 محتواة في 
لا . وبا أن ؟ مستمرة»فهنالك كرة مفتوحة (0,×)× مركزها × ۰ نحیث (0)1(,6 ع ((1)30)5,4 . ويترتب على هذا 
ان لا )N)x,((‏ . إذن (10)-1 > (۱۷),۵ . وهکذا نكون قد وحدنا أنه يقابل کل عنصر × من(/1)-]کرة مفتوحه 
N(x,d)‏ ع مركزها × ٤‏ حتواة ٤‏ ([1)1-] » وهدا بعیی ان ([۱)1-] مفتوحه ۱ 


وبالعکس ۰ لنفرض أنه ایا كانت الحموعة الفتوحة لا في ('2,لا) > فان ([1)-1 محموعة مفتوحة في 
(۵, ء ولنبرهن على أن ۶ مستمرة . لتكن × نقطة اختبارية من × . ولتکن (ء,(۸)۴)۸ كرة مفتوحة اختبارية 
مرکزها(»)۴ ي ۷ . لا كانت کل كرة مفتوحة محموعة مفتوحة . فان ((ء,(*۱۷)40)] محموعة مفتوحة في × > وهذه المجموعة 
تحوئ × . وبالتالي » فهنالك كرة مفتوحة (۲۷«,۵مرکزها × ۰ نحيث ل(ع,(068)-) > (۷۸,۵( الأمر الذي یب 


الدوال الستمرة من فضاء متري الى اخبر ۱۳ 


عليه ان fIN(x,d))c N(f(x),e)‏ . ویعیی هذا » استنادا ال (۵,۱)»آن 1 ستمرة في النقطة × . وعا ان 5 فة 
اختباربه من 2# فال f‏ مستمرة . 8« 


4 - نظرية 


الش ط اللازم والکای كي تكون الدالة ؟ 7 الفضاء المري (X,D)‏ إلى الفضاء المري ("(],1) هستمرة ؛ هو 
أن یکون الخيال العکسی وفق ۲»لاي محموعة مغلقة في ("۷,۳)» محموعة مغلقة في (26,1) 


الرهان 


نفرض اولاً أن ۶ مجم و۳ محموعة مخلقة اختبارية من 07 . عندئد + نکون "۷-3 مفتوحة فى 
هذا الفضاء . وبالتالي ‏ واستنادا الى النظرية (۵,۱۸) ؛ تکون (۰)۷-۲] محموعة مفتوحة . ولا كانت المجموعة الاخبرة 
تساوي ۷-۲-8 . فان ۲۰ مغلقة في (2,) . 


وبالعکس : لنفرض انه ابا كانت الحموعة المغلقة ۴ في ("۷,۳) > فان (4)5-؟ مغلقة في (06,2 . سنب 
عندئذ أن ۶ مستمرة . لتكن لا محموعة مفتوحة اختبارية في ("۷,۳) . اذن هناك محموعة مغلقة ۴ في هذا الفضاء ‏ 
نحيث ۴۷۲-1 . لکن انحموعة ([1) ۴° -× = (1- ۲۰۷ - (4)58 مغلقة فرضا في (ط, ۰ اذن (1)*] 
حموعة مفتوحة في (5,×) . وهکذا نکون قد وجدنا أن الخيال العکسي (6)1 لكل محموعةٍ لا مفتوحة في 
(۲,2) . هو محموعة مفتوحة في  )626,(‏ وبالتالي فان ؟ مستمرة . ه 


ويحدربنا التنبيه إلى أنه ليس من الضروري أن یکون خيال محموعة مفتوحة (مغلقة) وفق دالة مستمرة محموعة 
مفتوحة (مغلقة) . وعل سبیل الثال » فان خيال الحموعة الفتوحة ]1,1 -[ وفق الدالة الستمرة ۴+ ۴:۴۸ المعرفة 
بالدستور *×=(«»)؟ءهو المجموعة غير الفتوحة ]0,1) . کذلك ‏ فان خبال الحموعة الغلقة اه +,1] وفق الدالة 
الستمرة + 8:۴۳ العرفة بالدستور 800 ۰ هو احموعة غير المغلقة [10,1 . 


هذا . وعکن محدید الدوال الستمرة بلغة التوالبات التقاربه كا تبين النظریه التالیه . 


۱ - نظرية 


الشرط اللازم والكاني كي تکون الدالة ۴ من الفضاء المتري (<,×) إلى الفضاء المتري ('۲,2) مستمرة في 
النقطة »× من × ۰ هوأن يقابل کل متوالية ۸6۸ ,(.×) في × متقاربةٍ من * متواليةٌ 0۶۱ , [(*)1 في لامتقاربة من 
( و)] 
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البرهان 


لنفرض اولا 1 مستمرة في النفطة ,۲ . لجن ۷ 6 2 , ( ۲) متوالية في × متقاربة من × ۰ ولنبرهن على ان 
لاه , f)x„(‏ امتقارية من (,«10ي ۷ . لماكانت ۴ مستمرة في ,۲ فانه يقابل العدد الوجب الاختباري © . عدد 
موجب 0 ۵ حیت £ >  D'(f(x,),f(x))‏ حك ف > (, ,۷ وبا أن يه و E‏ حند e‏ 
۰ محیث 4 >(,,,۳0 <- ولا <0. ويترتب على هذا » أنه يقابل العدد الوجب الاختياری ۶ ۰ عدد صحیح 
موجب ,۷( بحيث ٤‏ >((,,(,0)6 ,۷( دم . وهذا يعنى أن (ہ×)؟ + (,]. 


وبالعکس ‏ لنفرض أله يقابل کل متولی ۷( ,(,) في × متقاربة من × . متوالیقل(ع0, ((,« )نی ۷ 
متقاربه من (Xo)‏ . ولنيرهن ان ] مستمرة في النقطة Xo‏ 


اقرف مدقا . أذ ع قر تمرة في النقطة ,× . عندئذ . لحد استنادا الى ال لنظر بة e. ١"‏ أن . هناللث كرة مفتوحه 
(:()170)1 مرکزها (,»«)4 محیث لا يمكن لخيال أي حوار ل 1 یکون محتوی في (20)10(.2 . لناخذ متوالية 
الحوارات N‏ 2 , }ر 9 ) ولتشکل التوالية ۷( 42:(:۸: محيث ( ید۱6 م ¢ و (1)<(,4)ل © fxn)‏ . من 


الواضح ا م6 ی حين (5)] # (م*]] lim‏ . ولا كان هذا مناقضا للفرض ‏ فان ؟ مستمرة في ,× .0 


5 نتبيجة 


درتب على النظر به السابقة 1 أن الشرط اللازم والكاني كي تکون الداله ۴ من فضاء اي (5 (xX,‏ إلى الفضاء التري 
( ۷,1۵) مستمرة هو التالي : ابا کان العنصر * من 2 » واا كانت التوالة ۷ ,۱ 7 في + التقاربه من 7 
فالتولية ۵۱۷ , خان > متقاربة من هة , 


يمكننا القول . استنادا إلى النظرية السابقة بأن الدالة الستمرة من فضاء متري إلى فضاء متري آحر هي تلك التي 
حول المتواليات المتقاربة في الفضاء الأول الى احری متقار بة في الفضاء الثاني وبعبارة أخرى فان الدالة الستمرة هي تلك 
الي تحفظ التقارب ۰ 


۳ - نظرية 
لتكن ۶ دالة مستمرة من الفضاء التري ((26,1) إلى الفضاء التری("۷,۳) و ع دالة مستمرة من الفضاء التري 


(Y,D'")‏ إلى الفضاء التري ()1 وك . عنداد > تکون 2۰1 داله مستمرة من ((1 ,&) ال ( ایشا واذا كانت كل 
من م.م هوميومورفيزما » فان هع تكون هومیومورفیزما كذلك . 


الدوال المستمرة .من فضاء متري الى انعر 56 ١‏ 
الرهان 


لتکن لا محموعة مفتوحة ما في (””2,2) . لا كانت م مستمرة . فان ([1)-ه محموعة مفتوحة ی 6,9 
(۵:۱۸). لکن ؟ د ضا > لذا فإكت ((۲)-8] مجموعة مفتوحة في ),٥(‏ . وبا أن احموعة الاخيرة 
هي (ا)-۰0ع) ٠‏ فاننا نستنتج أن الخیال العکسي لأي محموعة مفتوحة في(”2,2)وفق 8۰6 هو حموعة مفتوحة في 
(X,D)‏ . ادن 8501 مستمرة . 


لنفرض الان ان کلا من ۴,8 هوميومورفيزم . لا کانت 1,8 دالتين متباينتين وغامرتين . فان 2 +× :۴٥ع‏ 
متباينة وغامرة . وعا ان كلا من "و “1و 1,8 مستمر › فان ۲هع ودي و« = “۴٥ع‏ )مستمرتان . وبالتالي » فان 


801 | هوميومورفيزم. » 


سنورد الاان نظريتين تبينان ان الدوال المستمرة حفط التراص والا تصال . 


615 نظرية 5 


إذاكانت ۴ دالة مستمرة من الفضاء المتراص (2,) إلى الفضاء (*5,لا) > فان (×)۴ مجموعة جزئيه متراصة 
ی (¥,D”)‏ 


الرهان 


لفترض (1ع1: ,لا) اي تغطية مفتوحة ل (×)۴ . لا كانت 1 مستمرة .فان(161: ((01)*] اتغطة مفتوحة ل 


(K,D)‏ . وعا ان (26:0) متراض + فیمکن امجاد عدد منته من العتاضر ,نا مثل رللا عضت تشكل 
[(,,لا)-11,(,.۰.,۲)<)) تغطية [(,26) . اي أن (,رن1)دنا. . لاا = 26. ويترتب على هذا أن 


f = f(fXU;,)J U... UfXU,,)) = 8۰۷ ع( ( ,)لا ...لا( (رلا‎ 


Vk‏ ونا رماع 


هذا ا و .و الا ١‏ تغطهة . : له ية مء التغطة المت حه | خشارربة 1611 , U,‏ 3 ادن F(X)‏ عي 
وهذا يعني ان ! ,,لا,...,,ءلا! تغطية جزئية منتهية من التغطية الفتوحة الاختبارية ( ) ؛ لا حمو 


mr 


متراصه . و 


۹٦‏ ۱ الدعل اف التحلبال ال اض 


چ 


بترتب عل النظرية السابقة أنه إذاكانت ؟ دالة غامرة ومستمرة من الفضاء المتراص (2,) على الفضاء ('۲,2) 


إن 0:80. فضاء مراص . تج كذلك أنه إذاكان (:0: و (۲,0) فضاءين هويومورفين :زان أحد 
هذين الفضاءين متراصا » فان الفضاء الاخر متراص بالضرورة . 


5 نظرية 


إذا كانت ؟ دالة مستمرة من للفضاء المتصل (96,2) إلى الفضاء (۷,۵) . فان 400 مجموعة جزئية متصلة في 
(Y,D’)‏ 


الرهان 


لنفرض جدلا ان (٭)۴ ليست متصلة . إذن ۲ ا8 = ۰120 حيث 5,۲ مجموعتان جزئيتان من 600 
غير خالیتین منمصلتان ومفتوحتان 2 (2)) . واستنادا الى تعر بف اعموعات المفتوحة ۴ الفضاءات الخزئية ٠‏ فهنالك 
محموعتان 10,1 مفتوحتان في لا . محيث لا 120206 - 5 و 060۷ - ۲. لکن 


U) = ۲۰)۶)2((0 fU) = Xn fU) = 1-1‏ مون ): )1 = وم 


ونجد بصورة ممائلة أن ۲۳6۷ = ۴۳)۳0 . ولا كان من الواضح بأن )۴۳ ا(۲۰)5 =× . فان 
(u 17*)۷(‏ = 6 , وعا ان 1 غير خاليتين ومنفصلتان › فان (59):-؟ و (1):-)غير خالیتن ومنفصلتان . وبالتالى فان 
0 و ۲۰ غير خاليتين ومتفصلتان. وإذا أضفنا إلى هذا ان المحموعتين الأخيرتين مفتوحتان في × (لأن 
 ):3- ۷‏ مستمر)ء فاننا نستتتج أن (,6) فضاء غير متصل + وهذا خلاف الفرض . وبالتالي . فلا بد أن تكون 
احموعة الحزئية ()۴ متصلة ثي('2,/). ى 


۷ - نتيجة 


يترتب على النظرية السابقة » أنه إذا كانت ۶ دالة غامرة ومستمرة من الفضاء التصل (8,<) على الفضاء 
(۷,۵) » فان (۷,۵) فضاء متصل . نستنتح كذلك ۰ أنه (ذا كان (26,1) و (۲,2) فضاءین هومیومورفین ‏ 
وكان اد هدين المضاءين متصلة ۽ فان الفضاء الاخر متصا بالضرورة 


الدوال المستمرة من قضاء متري ال اخر ۱۷ 


۲ الاستمرار النتظم 


Uniform Çontinuity 


لتكن 1 داله للفضاء المري ((26,۲) ف الفضاء المتري (”۷,5) ا سي مستمرة + فإنه 
يقابل کل نقطة ا × + وکل عدد موجب ۶؛عدد موحت 4 (تابع ل مکو 6 )» بحيث أنه اذا کان × عنصرا 
کی X‏ و6 >( .D'(f(x), f(xo))< ۶ jl D(x,‏ وبرد 1 هذا المقام السؤال التالي : اذاكان : ٤‏ عددا موجبا اختياريا . 
فهل عکن إيحاد عدد موجب 4 . تابع ل ۶ فقط ‏ بحيث يتحقق الشرط السابق ۰ ایا كان × من × ۲ 


من المکن إبراد أمثلة لدوال یتحقق فيها التطلب السابق . ودوال آخری لا يتحقق فيها هذا المتطلب . 
ان صف الدوال من العط الأول تدعى الدوال منتظمة الاستمرار ( أو شاملة الاستمرار) . 

١‏ - تعریف 
لیکن (06,2) و (۷,۵) فضاءين مثريين. و ۲ دالة ل × في ۷ . نقول إن دالة منتظمة الاستمرار 


من الفضاء (0,×) opa‏ «(أوعلى (06,0) ۰ أو اختصارا على ×) ۰ إذا قابل کل عدد موجب ۶ . عدد 
موجب 46 . لح ت انه اذا کان ×× عنصرين من × بحيث 4 >( '×,×)05 . فان ع >(('×)؟,(×)5)f‏ . 


۲ - مثال 


لتك ۴ ۰ [۲:]0,۱ ا معرنة بالستیر تعع( ]0۳‏ سنت أن 1 منتظمة الاستمرار على [0,1] . 
باعتبار [0,1] فضاء جاب 8 . نلاحظ أن : 
> | ۲ +< || - | = |24 - 28| = |(*)1- ()] | 


7-۷ |2 > | ۱۲-۲( ۱۲۱ +۱۱) > 
: ت هر هذا أنه اذا كان کے > | - »| 3 وال ع > |( )1 - ()]|. 
د Ê‏ 2 ۴ 


وهکذا . نکون قد وجدنا ان شرط انتظام الاستمرا رحشی ٠‏ اذ وجدنا ان العدد المح 0 > الذي يقابل العدد 
المح الا حتباري £ » هو < - 5 . 


۱۹4۸ المدخل الى التحلیل الرياضي 


۳ _- مخال 


سنبین أن الدالة ۸ء :۲ العرفة بالدستورة* = 660 ليست منتظمة الاستمرار عل © . 


لو فرضنا جد أن f‏ منتظمة الاستمرار على ۴ 1 لقابل العدد 1[ دع : علد میب 0 تفت انار اة 
4 > | - | تقتفي المتراجحة 1 >1(« 1-(*)4| . لنفرض الآن 0< و ع × «عندئذ يكون 
4 >| ۱۶-۶ . کا حد ٠:‏ 


- إخر | +2 ]| = |'< -: || ۷ + -|(*)1- )1 | 


ر 1 ظ 1 
۵ = و —(4x+ 0( d> — (4x)‏ 
1 ۱ تب 


فإذا فرضنا 1 = × ۰ وجدنا 1 <|(10- ۰۱60 في حين يحب أن یکون 1 > |(10- 8000| . وبالتالي . فلا يمكن أن 
تکون ۴ منتظمة الاستمرار على ۴ (رغم کونها مستمرة على ۴ ) . 


4 مثال 


عکن التحقق بسهولة ۰ من ان الدالة الابزومترية لفضاء متري في فضاء متري احر منتظمة الاستمرار . 


ستنتج من تعريف الاستمرار النتظم ۰ ان کل دالة منتظمة الاستمرار مستمرة . بيد ان العکس غير صحيح . كا 
بين الثال (۵,۲۳) . 


سنبین الآن : أن الق الأول من النظرية  )۵,۱۹۳(‏ يق صحبحاهء‌لیس عندما نکون الدالتان 18 مستمرتن 


۵ نظرية 


لیکن ‏ دالة منتظمة الاستمرار من الفضاء المتري (36,15)إلى الفضاء المتري ("۷۲,۳) و ع دالة منتظمة الاستمرار 
من الفضاء المتري (۲,57) إلى الفضاء المترى(”'(2,1) .عندئد ٠‏ تكون 1 دالة منتظمة الاستمرار من ((1,غ2) إلى (*'(2,1)., 


البرهان 
ليكن ۽ عدداً موجبا ما. لا كانت م منتظمة الاستمرار» فثمة عدد موجب ” ١‏ نحيث 


.D)y,y' (> , >< D'""(g(y),g(y’))< <‏ وعا ان 1 منتظمة الاستمرار كذلك ٠٠‏ فثمة عدد موحب 4 > نحيث 


D(x,x*)< dé => D'(f(x),f(x'))< n 


الدوال المستمرة من --505 مترق الى آخر ۹ ۱ 


ویب عل عنین لاف ان كل عه ههه ف © كنا سا 0 : یک آن 
ع > ((۳(] مع ), :)2 مع))* 17 ج ل >( ۲,۲)اآ.ویعی هدا ء استنادا الى التعريف (۵,۲۱) > ان 1 داله متظمه 
الاستمرار ل (2,×) في (''(2,1). ه 


على الرغم من ان الدالة المستمرة ليست بالضرورة منتظمة الاستمرار . الا أن النظرية اضامة التالية تقرر أن لا فرق 
یس الاستمرار والاستمرار المنتظم عل الفضاءات المتراصة : 


5 نظر ية 


اذا كانت (۷,۵)+- (,):؟ دالة مستمرة من الفضاء التراص (2,) إلى الفضاء (۲۰۵) . فان ؟ دالة 


المرهان 

لیکن ٤‏ عددا موجبا ما . لا كانت الدالة ۴ مستمرة على × . فانه يقابل ۶ . وكل عنصرج من ر,عدد 
موجا ”7 ( تابع 98 الخالة العامة ل ZE‏ ). نل اند اذا كان ا میا ° : شی | لط م > D(x,2)‏ . 
6 > ((1)0,1)2) © . وهذا رع ی انه ادا کان XxX‏ ختضرا من الكرة المفتوحه N(z, n)‏ . فان (-, )لاع f0‏ . ص 
الواضح أنه عندما يمسح العنصر 2 المحموعة × . فان جاعة الكرات (۷2,۶ تشكل تغطية مفتوحة ل × . ولا 
كان (60*,2 فضاء متراصا. فان هذه التغطية لا بد وان تحتوي تغطية جزئية منتبية . ولتكن 
Nz, ( , < 1,2,۰ ۰ .,۲(‏ | 4 . ليكق 0 <0::۰۰۰:0۰۲) 7۱13 3 “وليك *<« ,× عنصرين من × . یت >( '×,×)0, 
ان * لا بد وان نتمي الى أحد الکرات الفتوحة . ولتکن مثلا الكرة ( ,2 )۰۱۷ عندید. یکین نك > (2,<] ۱ 


یترب على هذه الاجحة . وعلى کون 4 >(,۷) ان ,۷ >(,2, )۳ وبالتايي فاد 


۱) ۲ , ۲0( ( > 0 )۲)۵( , f(z) ( + 9 )1)8*( ,1)2( (> + - »م‎ 


وهکذا ‏ نکون قد وجدنا أنه يقابل العدد الوجب الاختياري ء . عدد موجب ه . میت انه إذا کان عم 
عنص بت من × و كل >('<ا,« للا . فال ع >((')2')1)2(,1 . وهذا يعنى ان ۴ منتظمه الاستمرار على × (۵۰۳۱) . » 


من اعقذ المشاكل ۰ الي تعامنا لدى محاولة معرفة ما اذا كانت دالة متباينة وغامرة 4 هومیومورفیزما . مشكلة 
انات استمرار الد.اله العكسية -] . وتوفر النطر به التالية حاب" خخاصا شید ه نلا 


۱۷۰ المدخل الى التحليل الرياضي 


۷ -- نظرية 


تجن * داله متباينة وغامرة من الفضاء التراص (06,1) على الفضاء المتري (,۲) . فاذا كانت ؟ مستمرة على 
٭ . (وبالتاي منتظمة الاستمرار على × ) ۰ فان ۴ هوميومورفيزم . 


الر هان 


کي نبين آن ۲ «ومبومورفيزم ۰ يكني إثبات استمرار ۶۳ . اذا کانت ۴ أي محموعة جزئية مغلقة في (06,8 . 
لاد ۴ متراصه )",541١(‏ . وبالتالي فان (۴)؟ متراصة كذلك (۱۹6 ,ه) . واستنادا الى (۳,۱۹۳) ۰ فان (۴)؟ 


مغلقة في ('82,ل") . لا کان (5)-(-)) - f)‏ فإننا نستنتج أن الخيال ٠‏ العکسی وفق '-] لاي محموعة نة مغلقة ۴ 
ی ((2,۲) . هو محموعه معلقة في ("۷,۲2) یسیع 


قارب اخ . عععی أنه بو ات ۷ ۱۱ متوالية فى ir D(‏ وي : فان Î aR‏ يد 


بد وان تتقارب من ( ما1 سنبین الان 5 ان الدالة ال له الا ستمر ار لفضاء ع هر 3 اخره تحفظ المتواليات الأساسية 
متواليات کوشی) . ۳ د خو ن کون هده التوالبات متقار به او متاعدة 
۸ نظرية : 


اذا كانت 1 داله منتظمة الاستمرار من الفضاء المتري (XxX, D)‏ إلى الفضماء اطمري D')‏ ۰ وكانت (x ۹۳ ne N‏ 
متوالية اساسية في (,) . فإنلاه , [(,1)5 ). لا بد وان تكون متوالية أساسية فی(۷,0). 


البرهان 


کک نها ا نادت ۴ منتظمة الاستمرار . فثمة عدد موجب 4 . بحيث أنه إذا كان 
Xz‏ و ولا فد من × هقان الشرط ل > D(x, ,X,}‏ . فان € f(x,))<‏ +(,)) (] . ولا كانت 6۲۲ ,(م*) متوالية 
اتا 3 (۲,). فانه يقابل العدد الموجب ۵ . عدد صحیح موجب ۷ محت أنه ادا كان 8 عددین 
صحیحین حممقان الش طین ۸ 02 My‏ < 2 . فان 4 >( )ل . يترتب على ا کے د يقابل العدد الو جب 
۷ : ند مسي وجب 51 . حیث أنه اذا كان 1 عيبل دی ن صحیحین حققان الشرطین ۷ ۶ و ۷ < ۲ فان 
معزو Ru‏ الأمر الذي يعني أن neN‏ ,((,*)])متوالة اساسية في ۲,۳ . ۰ 


الدوال الستمرة من فضاه متري الى آخر ۱۷۱ 


۳ -- الدوال الستمرة على الفضاءات احزئية 


Continuous Functfons on Subspaces 


mm n ۳ طا سر‎ =F 3 5 ت ت یی ۳ 1 ۲ ين ا‎ i ir 
ں٤ سمو رك ايان نظر به شا مد سحتب ف العلا ود ی استمرار داله عل فتساء هرن 5 و استمرار مقصه ر با على فص‎ 


حر نمی هنا الفضاء ۱ 


۱ -- نظرية 


لتکن م دالة من الفضاء (5,) إلى الفضاء (۷,۵) ۰ وليكن8 باه = <. لنفترض أن 18 و ۸ ( اي 
مقصوري ؟ على ۸,8 باعتبارهما فضاءين جزئیین من ) مستمران . فاذا كانت 8 + 4 مفتوحتین معا . او مغلقتین معا 


(ق ×) . فان ؟ مستمرة . 
الم هان 


سنقم البرهان على هذه النظرية . بافتراض ۸۵,8 مفتوحتین معا . تارکین معالحة الحالة . الى تکون فيا ۸,8 
میت مما الا لیکن لا محموغة مفتوحة عا فى ¥ > ولبرهن آن ا مقتوحة في × . لاکانت ۸ دالة 
مستمرة من الفضاء ( 9 ,۸) إلى الفضاء (۷,27) . وكانت لا مفتوحة في ¥ . فان ([ل])“-(14)) مجموعة مفتوحة في 
ه (۵۰۱۸) . ونحد بصورة مائلة ان (10)-(2)14[8 محموعة مفتوحة في 8 . بيد آن کلا من ۸,8 مجموعة مفتوحة في 
کک لذا فان کل من (۱9-۱) و (|ا)-(8) حموعة مفتوحة في × (لاذاق . وعا أن8 4= .فان 
()(8 )1 ()(۴۱۸) = (10)؟ . ولا كان الطرف الأيمن من هذه المساواة اجّاعا محموعتین مفتوحتين في × . فان 
(۵ا۲-۷ حموعة مفترحة ف 16 + أي ان ۶ مسثمرة .ه 


۷۲ _ متال 


ا ۳ ۳ | بوم 
( عندها x > Û‏ ( - 
فاد فرضنا (0 > ×:×) = 8 , (0 <×:×) = ۵. فان ۸,8 مجموعتان مغلمتان في (SR‏ انهن R= A‏ الواضح 1 


للقي 


كلا من ۱۱۳ و IA“‏ مستمر ء وبالتالي فان ۲ نشسها مستمرة . 


۱۷۳ المدخل الى التحلیل الرياضي 


وجدر بنا التوكيد » بان انحموعتین 4,8 في النظرية السابقة ينبغى أن تکونا مفتوحتين معا أو مغلقتین معا . 
ولا جوز أن تکون احداهما مغلقة والأخرى مفتوحة . وعل سبيل المثال ۰ فاذا عرفنا في المثال السابق بدلاً من ؟ الدالة 
- :6 بالدستور 

500 = 1 ۴ ۳۳۳ 

(عندما 0 >2 ) مت .| 
وفرضنا (0 >*:2) عه ر (مسوعاسه , فاننا نلاحظ أن کلا من قارع و كع مستمر . دون أن تکون ع 
هنیا مرف وب ذلك و إلى أن أ مقر وق م3 


سنورد أخيراً نظرية تجيب عن السؤالين التاليين : 
(۱) إذاكانت ؟ دالة مستمرة من الفضاء (6,2) على فضاء جزني من الفضاء(*"2,10) . فهل ۶ مستمرة كدالة 


من (2»,1) إلى (**,2). ؟ 


(۲) اذا كانت ۴ دالة مستمرة من الفضاء (06,1) إلى الفضاء (۷,۲).وکان( 5 )W,‏ فضاء جزئیا من الفضاء 
(2,10) . فهل 1۱۷ مستمر ؟ 


۳ - نظرية 


لتكن ؟ دالة مستمرة من الفضاء (,×) إلى الفضاء (”۷,2) عندئذ ۰ 

(۱) اذا كان ("(۲,۲) فضاء جریا من الفضاء (2,۲): فان ۴ داله مستمرة من الفضاء ((26,1) إلى الفضاء 
( لا,ش) . 

(۲) اذاکان ( )۷,٥#‏ فضاء جزئياً من الفضاء (06,0 . فان ۴|۷ دالة مستمرة من(»0 ,۷ )إلى (۷,۲) . 


الرهان 


)۱( للحن لا مجموعة مفتوحة ۴ 2 . ادن لا ۲٣١‏ مفتوحه 3 وبالتالي فان (لا ۴)۲٣‏ مموعه 
مفتوحة في × .لکن ()۰] = (208۰)1 = () “۴ )۲۰ = (لنآصلا ۰1*6 لذاءفان الخیال 
العکسی لاي محموعة مفتوحة في 2 ۰ هو محموعة مفتوحة في × : أي أن ؟ دالة مستمرة من (,06) 
إلى (*'ل2,1) . 


(۲) لتكن نا محموعة مفتوحة في ۷ . إذن([12)1 محموعة مفتوحة في × ۰ وبالتالي فان ([1)-؟ ۷۷۵ مفتوحة 
في ۷ . لكن (10)-8780) = 1-6۷ م۷ ۰ لذا فان الخيال العکسی وفق الدالة ۴|۷ لأي مجموعة 
مشتوحه 8 ۷ . هو مجموعه معتوحه ٤‏ "۰ اي آن 7 دالة مستمرة من المضاء ( ۷۷,۲2۷ ) إلى الفضاء 
('نارلاً) .و 


الدوال الستمرة من فضاء متري الى آخر ۱۷۳ 


(#ح اع 
لتكن (۰)۷,۲-(۲:),9_دالة تحقق الشرط (()2')80,1غ < ('×,×)5 . أياكان ×× من × . حيث 


(۲-0) 
تکن (۷,۵)- (۵,):] دالة ثابتة . آثبت استمرار ۴ . أفد من هذاکی تتحقق من أنه ليس ضروریا أن 
یکون خبال كل محموعة مفتوحة وفق دالة مستمرة محموعة مفتوحة . 


(--۳) 
تكن ,× نقطة مثبتة من فضاء متري (,06 . أثبت أن الدالة + (06,10): المحددة بالدستور(,0):5- () 
مستمرة على ۸ . 
(۵ -- 4) 


اثبت أن الشرط اللازم والكافي کی تکون الدالة (8,/ا)+ (3,0):) مستمرة على × هو ان تکون الدالة 
( 0۳ ,1020) + (,):) _ مستمرة على × ۰ وذلك بفرض 2 البرك النسبي على (۷) ۴ . 


(۵ -۵) 
لتكن × مموعه ما و ('(1,لآا) فضاء متريا . ولتکن +× :] دالة متبابنة وغامرة . الي ان الدالة 
۱-6 ×× :«المحددة بالدستور ((600,509 )'2-(2),91 2 تشكل مرکا على × . برهن بعد ذلك أن الدالة 

((,۷) + (2,0):) 2 همميومورفيزم . 


)٩ - ۵(‏ 
لتكن (۷,۵)-(0,):] دالة مستمرة . برهن أنه اذا كانت ب نقطة ما من ۷ + فان امحموعة 


(8-ب 7 ) 
برهن آن الشرط اللازم والکاي كي تكون الدالة الحقيقية ‏ على الفضاء المتري (2,0) مستمرة على ان أذ 
تكون انحموعتان 


) ع‎ ۷ : f(x) > a} {xe ۷ : f(x) > 8} 


مفتوحتین في (006,2 . أيا كان العددان الحقيقيان 00 . 


(۸-۵) 
لتكن ؟ دالة حقيقية معرفة على موس الاعداد الحقيقية 18۴ (۲,۵۹۳) بالدستور: 





( عندها 6 = *) 1- 

(عندما 16 ) x‏ | - (د)) 
|x|‏ +1 

(عندما 6 + = ×) | + 


رشن ال 1 هوموهمورقزم للفضاء * عل الفضاء الحزلي |1,1 - ] من 78 . 


)4-8( 

لیکن (5,×) فضاء یا و ۲ عنصرا من × و71<0. بين ان عة دالة مستمرة 86+ (2:12): ؟ حقق 
الخواص التالية : ایا كان ۷ من × . فإن(6 1> ()؟ >0 .61 0-0 إذاكان (,<)لا#ير . 
(آلا) 1 = (<)1 . 


(f(y) = max ۱ aE ,0( . ارشاد‎ ( 


ره - ۱۰) 
كن ((06,1) فضاء ميا غير متراص . ت وجود دالة حقيقية مستمرة غل (006,1» دون أن تکون هذه الدالة 
محدودة . حيث نقصد بالدالة احدودة تلك الى مداها محموعة محدودة . (ارشاد . من المکن الافادة من العرين 


تس 


. ) السابق‎ 
)١١ ۵۱ 


اذا كانت 8+ ©:ع , 8-۳6:]دالتن مستمرتين. فان الدالة +۴٠‏ ۸:۸ الحددة بالدستور 
( («)ع,(): ) -(»)م ‏ الا بد وان تكون مستمرة . 


) ۱۲  8( 
اذا کانت نم + ۳ :۴ دالة محددة بالدستور (ر×,ر+») =(ر») . فلا بد ان تكون ۴ مستمرة عل‎ 
۳ 


الدوال الستمرة من فضاء متري الى آخر ۱۷ 


( ۵ ۱۳) 
لتکن + 1 :) دالة محددة بالدستور : 


x ) xe RQ (عندما‎ 
f(x) = ۱ ۱ 
1-7 ) ×»6عQ (عندما‎ 


بين ان ۶ مستمرة في النقطة ل بوليست مستمرة في أية نقطة أخرى من .R‏ 


)١4-2( 
تحقق من کون الدوال (۷,۲)- ((],2):] الواردة في المارين (۱-۵) و (۲-۵) و(ه-") ليست مستمرة‎ 
: و ازس ل ومنتظمة الا ستمرار کد لك‎ 


زه هن 
لتكن (2,لا) + (6,5<):؛ دالة منتظمة الاستمرار على × . وجدنا أنه إذاكانت 2©120, (,) متوالية اساسية 
(متوالية كوشي ) في × . فان 0۶۷ ((,*)! لا بد أن تكون متوالية اساسية في ۷ (۵۰۲۸) . (إن هذا يعني ان الدوال 
العظمة الاستمرار تمته بخاصة حفظها للمتوالبات الاساسیقهیخضر النظر عا اذاکانت هذه التوالیات متقاربة ام لا) . 
لا ستمرار تم بخاصه حفظها للمتوالیات لا ساسیه»بغضص لنظر عا 21 اس ۵ النهوالبابت ز يلك ۱ ( 
اورد مثالا تبين فيه أن الاستمرار غير النتظم "لا حفظ التوالیات الاساسية بالضرورة . (ارشاد . خذ مثلا 


الدالة الحقيقية على الفضاء الحزني [0,1[ من 5 احددة بالدستور = ))1 . ثم خذ التوالية ۲( ,(). 
n‏ 


97س : 
اذا كانت (۷,۲۲)+- (۴:)×,۲ دالة إيزومترية . فانها منتظمة الاستمرار على × . 


(۵ - ۱۷) 
لتكن ^ محموعة جزئية كثيفة في الفضاء التري (0,۳ . ولتکن ۶ دالة من هه ال فضاء متری تاه 
((۷,۳) . فاذا کانت ۶ منتظمة الاستمرار على ۸ ۰ فين أن عة دالة وحيدة مستمرة ع من × الى ¥ . حیث 

یکون (1)2 (3)ع یا كان 2 من ۸ . راي أنه بوحد عندئد للدالة ۴ مدد وحید على × ). 


)١ 86 ۵ (‏ 
ليكن (2,×) فضاء متریا . ولتکن ۸,8 محموعتین جزئیتین غير خاليتين من × . تعرف السافة بين احموعتین 
8 . على انها عدد حقیق نرمز له (1()4,8 ويعطى بالدستور 
D(A,B) = inf{ D(a,b):aeA,beB}‏ 


8 الدخل الى التحليل الرياضي 


وإذاكانت ۸ حاوية على عنصر وحيد 2 . فإننا نرمز للمسافة بين8 و (2) ب (0)2,8 بدلا من (۳۷)۵(:8 . ونطلق عا 
(8,ة)2 اسم المسافة بين النقطة 2 والحموعة 8 . أي أن 
inf{ D(a,b) : be B}‏ = (2)۵,۲] 


برهن ان الدالة 2-1 :] اللحددة بالدستور (ه,:)1 = ()) ٠‏ منتظمة الاستمرار على × . 


)۱٩ -- ۵(‏ 
برهن على ان الشرط اللازم والكافي كي تکون الداله ( ۷,۲2 )+ (],<): 1 منتظمة الاستمرار على 2۶ هوالتالي : 
اذا كانت 4,8 أي محموعتین جزئيتين من × ۰ وكانت المسافة بينبم| (8,.ه)28 مساوية للصفر (الغرين السابق) . فان 


D’( f(A),f(B) ) =0 


(۵ - ۲۰) 
ليكن (06,0) فضاء متریاء ولنكاف دالة حقيقية ‏ 0:62 بالدستور 


D((xy,x (YY) = ی‎ + D(x,,Y;) 
۰ تال ول‎ 
2 < 2 ان "2 تشکل مرکا على‎ )( 


(ب) ان الداله الحقيقية ”© متتظمه الاستمرار على ××× . 


الدوال الستمرة والفضاءات الحزئية 


(۵--۲۱) 
اورد مثالا لدالة ۴:۸۴8 ليست مستمرة في النقطة 0 ء في سن یکون مقصورها عل [0,1] مستمرا . 


( ۵ — ۲۲) 
ليكن (06:۳) فضاء مترياً . و (۷:۳) فضاء جزئیا من (06:۳) . لنعرف دالة (26,۳)*- ((۷,2):ذبالدستور 


“ا = 1)x(‏ : رشن استمرار الد اله ۰1 


(ه ۳( 
بک( . و( ۳ فضاء‌ین مترین . و 8ھ عبوعين جزئیتین من 2 . لنفترضص ان الدالتين 


الدوال الستمرة من فضاء متری الى آخر ۱۷۷ 


g:(B,Ds)~(Y,D') ۲ ۲۰) ۸,۲ ( + )۷,۲(‏ مستمر تال > ۳ (x) = £(xX)‏ ابا كان xX‏ ن 8 ۲۱ ثر , لناخذ 
الدالة ۷ 8 ۲:۸۱ المحددة بالدستور ۰ 


f(x) (x٤۸ (عندما‎ 
6 = { ۱ ۱ 
E(x) (xB  امدنع(‎ 


19 ) ناقش استمرار الدالة ظ . 
(ب) اورد مثالا تبين فيه ان 1 ليست بالضرورة مستمرة . 


(ج) تقدم بفرضية أضافية عل من 18 داله مستمرة . 
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Lontinuous Real Functions 


on a WHefric Spa Cê 


عرفناي الفصل الخامس الدوال المستمرة من فضاء متري (2,) الى آخر (۷,۵) . ولا كانت الدالة الحقيقية هی 
دالة من الفضاء المتري (2,) إلى الفضاء التري »فان كل التعاريف والنظريات الواردة في الفصا الخامس . تسری 
بالطبع على الدوالى الحقيقية للستمرة على فضاء متري ( Ê‏ ماد ان هذه الدوال تتمتع بصفات خاصة با . وهدفنا في 

هدا المي اه اهم تلك الخواص . الى ند نف مرکا ممتازا . ي عل لساب التفاضا بي والتكامل . ذلك آن من الدعائم 

الأساسية الى برتك: علما هذا العرء اربع : ت تتعلق بالدوال ۳۳ ت : نطر یه 2 ی تساه #وتظرية اه الا کار 
والقيمة الا صغره ونظرية التقارب نتم . ونظرية الاستمرار النتظم . فاما نظرية القيمة التوسطة»فت تعمل ؛ ی کرات الفييه 
المتوسطة المكنتقات:فقالة عر امتا المالغة عند تشكيل الدوال العكسية مثل × و × هأ »27 واما نظ بة القيمة 
فر الي اس .. نكت فى هات با اة اوسطی للمقتفات . تللق النظرية ال تستند اليا النظریتان 
الأساسيتان في عل الحساب التفاضلي والتكامل . ومن أهم التتائج التي تترتب على نظرية التقارب العظل ٠‏ ا ۱7 
الكافة ة لإمكان المبادلة ب 3 وف الا او اقا عملي الکاملة والانتقال ۱ ل بای .وهای الفاضلة والانتقال ال 
القياية , واخیرا . شن بين النتائج الناشثة عن نظرية 2 الاستمرار المنتظم . تلك النظرية اغشامةء| 
مسكمرة . لا بد وأن تكون قابلة للمكاملة . 


8 
ي 
نظر بات 


1 Î ع‎ ٣ 
على كت كل ۆز اله‎ = 


ي 


ان هدفنا ق هذا الفصل هو دراسة هذه النظریات الأربمءواستخلاص بعض التاق اخامة اة عليا . وبالطبه» 

: حة ڪ د با لا ۱ 

فلن نعرض بي هذا الفصل إلى تطبیقات هذه النظربات في عل الحساب التفاضلي والتكاملي . مرجئين ذلك إلى حين تن 
شر المفاضلة والمكاملة في الفصلين السابع والثامن 


وقبل الشروع بدراسة هد ه النظر بات 5 سورد النظر به التالية الشائعة الا ستعیان و التعلقه جر وخا جا 


۱۷۹ 


۱۸۰ الدخعل الى التحلیل الرياضي 


.5" نظرية 


ادا كانت 1,8 دالتين حقيقيتين مستمرتين عل الفضاء اطتري (لایش) ٠.‏ فان كلا صن ع +] 4+ fg‏ دألة مستمر د 


على هذا الفضاء . وادا كان #0 ()ع ايا کان × من × . فان الدالة ل مستمرة كذلك على (8,) . 


البرهان 


ان النقطة م من × حدية للساحة المشتركة × للدالتين عع . لا كانت كل من ع,) 
مستمرة . فان کلا منپیا مستمرة في م5 . وبالتالي . نجد استنادا ال (6.۱۳) آن 


(۱) لفترض أولاً 


lim f(x) = 112, lim 8 (x)= 8 (م)‎ 


Tp‏ جد با 


وبالرجوع إلى النظرية (4.۲۸) جد 
۱ 
lim (f+ g)(x) = f(xy) + g(x) = (f + g)(x)‏ 


lim (fg)(x) = f(x) g(xo) = (fg) (xo) 


وادا لاحظنا أن 0 * (×)ع ایا کان ٨‏ هن ۰2 فاك 





۵( _ لوكن 


E f 
ا‎ )(x) E 


و11 عب 1 


وهدا بعنى استنادا إلى ( ٥.١٤‏ ) أن الدوال م1+8 .و f2‏ و مستمرة جميعا في و 


(۲) أما اذا افترضنا أن م2 ليست نقطة حدية ل 26 ۰ فاننا نجد ثانية استمرار هذه الدوال الفلاث . ذلك أن أي 
نقطة × من ساحة دالة ليست حدية هذه الساحة ۰ هي بالضرورة نقطة استمرار للدالة ( راجع الملاحظات 
نی آوردناها مباشرة بعد برهان النظرية (9.۱8)) . 


وهكذا رق ال الدوال ۳ ۹1۰ ع + f‏ تهر د ی النشصة Xo‏ الا حتمار به E‏ الساحة 4 : لدا فا ضر به 


الدوال الحقيقية المستمرة على فضاء متري ۱۸1 


1" نظريق, القيمة التوسطة 


Intermediate Value Theorem 


وحدنا 5 (كقارة) أنه اذا كانت 1 داله مستمرة من الفضاء المتصل ( 2,۳ ) إل الفضاء (”1, لا) 
فان (۴)۸ محموعة جزئية متصلة في ('۲,2) . نستنتج أي هذا النظرية التاليه.. 


00 


۱ -- هید 


اذا كانت ؟ دالة حقيقية مستمرة على الفضاء المتري المتصل (0,2 . وکانت ر×, ,× نقطتین من × . وکان 


4 عدوا حققا ور بين (م10*,(:/6»فهنالك عنصر E‏ من × . حیث یکون۷ = (#)]. 


الرهان 


لا كانت (1)06 مجموعة جرئية متصلة من ۴ . کا تبين النظرية (5,1845) . وكانت كل محموعة جزئية متصلة 
ی ۲ محالا (۳,۷۵) . فان (406 محال . ولا كانت ودره نقطتين من × . فان (ر×)؟ , 10*2 تنتميان الى هذا 
اال . وبالتالي فان 0 نقطة من المحال كذلك . وهذا يعني أن نقطة من (۴)۸ . لذا . فثمة نقطة (واحدة على 
لافل) 6 . خحيث” = ()). ه 


سننتقل الان إلى دراسة هذه النظرية . وما يترتب علا من نتائج . وذلك في حالة الدوال الحقيقية لمتغير حقيق . 


۲۳ -- نظرية ( القيمة المتوسطة ) 


ليكن 1 محالا في 1 و ؟ دالة حقيقية مستمرة ساحتها 1 . فاذاكانت بل نقطتين من 1 . وکان 
۵ عددا فقا محضورا بن أا « لها . فهنالكك عدد عطق # عصورين ي > عيث « - ۵ . 


AY‏ الدخل الى التحليل الرياضي 


الرهات 


لنفترض مثلا أن یلا > :۷ . عتدئك یکین [نلامید] الا ) أي حموعه متصله (۳,۷۵) . اذا رمزنا ب 8 
لقصور ۶ عل [ي] ء فان ع دالة مستمرة (۵,۳۳) . عندئذ ۰ تين النظرية السابقة (5,۱۱) ء أنه اذاكان # 
عددا حقيقياً عصوراً بن (م)ع و لاع ۰ فهنالك عنصر من (ودخ > غبت -(6)ع . واذا لاحظنا أن لا 
فرق بن 808 و (05ع و 200 وين 0 و و 0 غل الترتیب (لآن 8 مقصور © غل بء کا 


۳ س نتيجة 


اذا كانت ۴ + [3,5] :۴ دالة حقيقية مستمرة ۰ وکان (1۲0 >0 >(112 ۰ فثمة عدد م محصور بين 8,6 . 
بحيث 0 = (864. يترتب على هذا ۰ وعلی تعریف النقطة الثابتة ۰ الي عرفناها في (۳۸۵۹۳) ما يلي 


4 تتيجة 


اذا كانت [ط,ه] + [2,0 ]:۴ داله حقيقية مستمرة ‏ فلها نقطة ثابتة . 


الرهان 


لاغذ الداله ×-(×)؟ = (<)م . فاد كان العدد (38)م . 5 العدد (ط)ب ماو للصفر . اي ادا کان 
f(a)=a‏ أو طا=(ط)؟ . فان 2 أو 6 نقطة ثابتة ل ۴ . لنفترض أن 2(۶0)م و #0 (6)» . لا كان 
 18(< 2‏ و 9 > (10 . فاننا نستنتج عندئد ان 0 0 >(0)م . وعا ان (×)» مستمرة على [8,8]) . 
فاننا نجد استنادا ال (۲:۱۳) ۰ أن ثمة عددا ٤‏ محصورا بنط و 8 ء میت 0- (8) ءاي + - (4) 
الأمر الذي يعني أن ٤‏ نقطة ناه للدالة ‏ . هس 


من المؤكد » وحود جذر £ للمعادلة 09-۲ نحيث 5ه >0 : ذلك أن وم دالة حصفة 
مستمرة على [و:0] مداها [0,1] ۰ وهدا الدی محتوى ي [ -,0] 0 


الدوال الحققة الستمرة على فضاء مي YAT‏ 


۲ - نظرية القيمة الأكبر والقيمة الأصغر 


Maximum and Minimum Value Theorem 


اذا ۳۳ النظر في نظر به الصمه التوسطه + ری انا تشتق من خاصه اتصال ا حال [ ساحه تعر يف الدالة الحقيقية 
؟ ٠‏ أما نظرية القيمة الأكبر والقيمة الأصغر . الى سنكرس فا البند الحالي . فتستند الى خاصة کون الحال المغلق واحدود 
[2:0] متراصا . 


۱ - تفار ف 


نقول عن داله حقيقية ۴ على فضاء متري ((7),1) . ابا محدودة من الاعل . ادا كان مداها (26)] محدودا 3 
الاعل > ونقول عن ۲ انها حدودة من الادنی . ادا كان مداها (036)] حدودا 8 الادنی , واذا كانت ۲ محدودة من 
الأعلى ومن الأدنى . قلنا انبا محدودة . وعندما . تکون الدالة © غير خالية وحدودة من الاعلی . فان مسلمة العام 
(۲,۵۱) تاد أن ل ۶00 حداً أعللى ۶00 صناة . ویدعی هذا الحد الأعلى الحد الأعلى ل ۶ ٠‏ ويرمز له ب 
sup ua «sup f‏ .و یعرف اليد الأدنى ل ۴ . الذي نرمز له ب 1018 . أو inf f(x)‏ : بصورة ممائلة . 


ونجدر بنا مللاحظه ان sup f‏ (ي حال وحوده) ۰ هو عدد مشت مستفل عن × . كدلك . فقد يكون sup f‏ 
قيمة ل ۴ وقد لا يكون . ععنی أنه قد نجد نقطة ,× من × ۰ محيث یکون اصن = (,«1 ء وقد لا تكون هذه 
النقطة موجودة . وفى الحالة الأول ۰ نقول إن ؟ تاه هو القيمة الأكبر للدالة ۶ ۰ أو نقول إن ؟ تدرك حدها الأعلى . أما في 
الحالة الثانية » فنقول إن القيمة الأكبر للدالة ؟ غير موجودة . أو إن ۴ لا تدرك حدها الأعلى . 


ونجد ملاحظات ممائلة فيا يتعلق ب ۶ /م1. 


۲ _أمثلة 


(۱) لناخذ الدالة الحقيقية ۶ ٠‏ التي ساحتها © والمحددة بالدستور 0-۶ . إن هذه الدالة محدودة من 
لأدنى ان ودع یز > ذلك ۱ ان (0 << : 61 ۷) = (11۳۴ ۰ ومن لواح هنا أن f(R)‏ عحدودة 
من الأذنى > وأن 0= -(1)8 ۶ط1. ان 0 في هذه الحالة هو القیمه اللأصغر للدالة ۶ » ذلك. أن 

. وبعبارة أخرى , فان ۶ تدرك ي هذه الحالة حدها الا دنى‎ ۰ 1)0( > 0 > inf f 


أما اذا استعضنا عن الدالة هذه بالدالة احددة بالدستور × =(»)۴ فاننا نجد دالة محدودة من الاعل ۰ قيمتها 
الأكبر هي 0 ۰ أي أن ۶ تدرك في هذه الحالة حدها الأعلى . 


1/5 الدخل الى التحلیل الرياضي 


() لنأخذ الدالة الحقيقية 8 [-6:[0,5 ولمحددة بالدستور ‏ هذو- 400. إن هذه الدالة محدودة من 
الأدنى ومن الأعلى » كا أن ۶21 صنو و ۴۴=0صاة » ذلك أن [10:1 = ([ 500,5 . إن القيمة 
الاکر ل 1 موجودة وتساوي 1 + ذلك أن ۲ = 1 = ول 3 (أي ان ۴ تدرك حدها 


الأعلى ) . آما القيمة الأصغر ل 1 فغير مو حودة لعد م وجود عدد ينتمي إلى الساحة 10 يكون اله 
فق # e‏ 39 : 


۳ _ ملاحظة 


۱ من المكن ظ : أن تسرك دل حدها ا كول را ھا وساي ا فى سيل الكل ٠‏ فإن 
ق عدد غرمته من انقاط اغا ی 21+7) . حت e‏ 


۶ -- نظرية 
لتكن ۶ دالة حقيقية مستمرة على فضاء متراص 06,1 . عندئذ ‏ جد أن ۰ 


(۱) الدالة ۶ محدودة . وهذا يعني وجود عدد موجب 1 حیث یکون 1 >|(5] ابا کان × من × . 


2( الدالة ۲ تدرك کل من حل هرأ الأعلى وحد‌ها الادنی ۱ 
الرهان 


(۱) لا كانت (1)06 محموعة متراصة (8,144 ). وكانت كل محجموعة جزئية متراصة في فضاء متري محدودة 
(۳,۱۹۳) ؛ فان (02] مموعه محدودة .ع اي ان 1 داله محدودة . وهذا يعي استنادا ال تعريف 
المحموعة المحدودة (۳,۹۹۲) ۰ أن مة كرة مفتوحة ]8-16,8+16[ . ıt‏ ]1 +2-1,8[ 1200 . 
وبالتالي » فایا كان × من × ۰ نجد ]16 +6[8-1,8 1:0 الأمر الذي يترتب عليه أنه آبا کان × من 
× ۰ فان سا >|«)1|ء.حيث L = |al +K‏ 


کک من 5-5 5 تب و( 5 REET‏ 


ينتمي إلى ( xX‏ فد ب هذا ۳ 
تال ان اي 9 متراصه. من الأعداد الخشضة حو حد ها الاعل وحدها الا دی ال صحه هده 
الدعوى امر جل في الة انحموعات اة للنفترض الان ۸ عة اة وغم سخ و 


ےھ مداو 3 . فاذا كانت ۸۵ . فاننا نستنتج ان هنالك نقطة × فى ۸۵ . يث يكين a‏ ۷ > -3 
ع 3 ا 0 ف 


الدوال الحقيقية المستمرة على فضاء متري ١1/6‏ 


ابا کان العدد الوجبع. إن هذا يعني أن أي كرة مفتوحة مرکزها 8 تحوي نقاطا من ۸ محتلفة عن 8 . 
الآمر الذي ینزب علیه أن نقطة حدية ز ۸۵ . ولا کانت ۸۵ مغلقة (۳,۹۹۳) ۰ فلا بد أن یکون 
۸۸ » وهذا يناقض افتراضنا بأن ۶۸ . اذن لا بد أن تحوي | ثم حجل‌ها الأعلى . 


ولخد صو ره ممائلة ۰ أن ۸ باون لادنی . 7 
إذا عدنا إلى نظرية هاين ‏ بوريل (۳,۹۹4) ۰ التي تنص على أن كل محموعة مغلقة ومحدودة في فضاء الأعداد 
الحقيقية المألوف ۴ متراصة,فاننا نتوصل الى النتيجتين التاليتين . 


اذا كانتت ۴ داله حشققه مستمرة عل اال المغلق اعدود [2:0] . فان ؟ محدودة على [ابة] . اي ان ئمة 
عددا موسي با تا ان ابا کان × من [3,8] . 


اذا كانت ؟ دالة حقيقية مستمرة على احال المغلق انحدود [2,0] . فان ۶ تدرك حدها الأعلى وحدها 
الأدنى على [a,b]‏ , ان هذا یعنی أن نة عددين ٤,‏ 6.۰ ممن إلى [2:0] : (ليسا بالضرورة وحيدين ) ۰ حیت یکون 
(۸6 > 0 > ۴ » أياكان × من [طبه] . 


۷ = ملاحظة 


در بنا التنبيه الى أنه لو استعضنا عن احال المغلق وادود [ط,ة] ف التتيجتين السابقتين محال مفتوح ا 
نصف مفتوح»أو محال نلق عير محدود . فلا نصح هاتال النتيجتان بالضرورة . وأكثر من ذلك > فادا كانت 1 مستمرة 
وحدودة على محال معتوح او نصف فتوح أو حال + مغلق غير حدود ؛ فلسس وربا أن تدرك 1 حدها لأعل اه خوط 


الادنی على هذا احال . وعلى سبيل المثال » فان الدالة الحقيقية ۴ + [0,1[ :1 . والمعرفة بالدستور 1 = (1)7» مستمرة 
على 101 .لا انها غير محدودة على هذا احال . كذلك ۰ فان الدالة الحقيقية [+R‏ 0,2[ :۲ العرفة بالدستور 
7 » مستمرة ومحدودة على 102-1" ۰ الا آنبا لا تدرك حدها الأعلى ولا حدها الأدنى على ]0,2 


زنب على نظرية القيمة الا كبر والقيمة الأصغر (۲۳ 5)ء وعلى کون خيال اي محال وفق داله حقيقية مستمرة 
محالا كدلك,واحدة من أهم نظر بات الدوال المستمرة ننص علا فيا بلي . 


۸ -- نظرية 


اذا کانت alls f‏ حقضة مستهرة على امال الغلق احدود (تابع] ‏ فان مدی هده الدالة هو امال الغلق احدود 
 ]1:[‏ ع حيث 5, 1 هما الحد الأعلى والحد الأدنى للدالة ‏ على [طبع] . 


۱۸۹ الل الي الیل الريافي 


ا ا ده نظرية التقارب ت 


Uniform Convergence Theorem 


عرضنا في الفصل الرابع لوضوع پا به ري ن الأعداد ا حقيقية . اما الآن فسنتناول بالبحث موصوع ١‏ ناه 
متوالية من الدوال احصصه ) . وس الممكن أن عرف ما نعنى بهذا بشكلين عختلفين مختلفین ۰ نورد أوفها فا بلي . 


0 -- تعریف 


کن ۷ ,(,1) متوالية من الدوال الحقيقية على امحموعة 6 . للفترضی انه » ایا کان × من × ۰ فان 
المتوالية لا ne‏ , ((),1)متماربه . عندئد . ادا قابلنا كل عنصر × من × بالعدد الحقيق ).1 صتا ۰ فاننا 5 دالة 


المتوالية neN‏ ,(م؟) تتقارب نقطيا على × من الدالة ۴ . لنفترض الان ۸ ,(,1) متوالية من الدوال الحقيقية على 
الفضاء المري (X, D)‏ 3 وان کل هن الدوال 1 مستمر عل 2 . فهل 0 ن الضروري أن تکون داله النهابة ده المتوالية, 
بافتراض وحودهاء مستمرة عل ار 1۳1 للااجا به عل سدا السوال 1 ری ايراد الخال التاللي . 


۷۲ -- مثال 


لناخذ متوالية الدوال الحقيقية {fn}, EN‏ . الي ساحه كل دالة فا هي الفضاء [1:1-[ . والعرفه بالدستور 

f) = ×"‏ . نستنتج بالرجوع الى (1:۳۳) ان متوالیتنا 26 ,(]) تتقارب نقطا على [1,1 -[ من الدالة ۴ احددة 
بالدستور 

0  )*©[-1,1] (عندما‎ 


۲00 = lim x"= ۱ 
مت‎ 1 (x (عندما 1 ع‎ 


يدل هذا المثال ؛ على أن الاجابة على السؤال الذي طرحناه قبل قليل تكون النني . اي ان دالة النهاية لمتواليه من الدوال 
الحقيقية المستمرة 1 ليت ميسيهر ۵ ت بااضرورة . ان هده النتسحة تعر ينا بطرح سوال احر هو التالى : ادا کان کل حل ن 
متوالية الدوال الحقيقية ۷ , ( ,1) ا على × فا هو الشرط « الاقوی » سس التقارب النقطي . ٠‏ الذي لا بال ان بتوفر 
1 هده التوالية »كي تغدو]دالة مستمرة : على × ۳ 


الدوال الحققية الستمرة على فضاه متری ۱۸۷ 
سنحاول الآن صياغة سوالنا هذا بشکل آخر . إن طلبنا بان يترتب على استمرار کل دالة م4 على × استمرار 
دالة الهاية ۴ على × ۰ يعني طلبنا بانه ایا كان ,من × فان 
f(x [‏ = 00 سنا ] >= [ ۲۸۵ = 1,0۵ lim‏ [ 
وهدا بعي یلو ره 3 ان استسرار كل مرن الدوال ۳ ف ۳ فتقی المساواة 
lim lim ۲۸)(( = lim lim f,(x)‏ 
مدا ةق EE; Ha‏ 
وهکذا ۽ فان سؤالناً عن النباية یرقی الى السؤال التالي : أمن الممكن البادلة بين رمزي النباية في الساواة الأخيرة ؟ 


إن التساؤل العام ۰ عا اذا كانت تجوز البادلة بين نهايتينء بالغ الأهمية وكثير التردد في مسائل التحلیل الرباضي . 


۳ تمر بف ( التقارب التق ( 
لتكن ۸6 ,[,؟) متوالية من الدوال الحقيقية على مجموعة × . نقول عن ۸6۸ ,(ہ؟) . إنها تتقارب بانتظام 
على کمن اليالة 33:1 قابل العدد الموجب الاختياري ۶ . عدد صحيح موجبء ل" (تابع ل » فقط ) . نحيث انه اذا 
كان 2 اي عدد صحیح محقق الشرط N.‏ < ظ .فان ٤‏ >|(10- (),1ابا كان × من 22 . 
نستتتج من هذا التعریف مباشرة ما بلي . 


۶ - نتبحة (۱) 


لشرط اللازم والکاي کی تکون متوالية الدوال الحقيقية 1,(,۳۷) عل محموعة × متقاربة بانتظام على × من 
الداله 1 ۰ هو آن يكون 0 - lim sup | lf,(%-f()| :x eX}‏ 


۵ -- نتيجة (۲) 


اذا كانت متوالية الدوال الحقيقية ۲,(,۸۷) على حموعة × متقاربة بانتظام على × من الداله ۶ . فان هده 
لمتوالية لا بد وأن تکون متقاربة نقطیاً على × من الدالة ۶ . 


۱۸۸ الدعل الى التحليل الرياضي 


۳۹ # مثال 


لناخذ متوالية الدوال الحقيقية 70 ©5,(,8) ۰ ال ساحة كل دالة فيها [0,1] ۰ والعرفة بالدستور 
۴+ - (,؟ . من الواضح أن دالة النباية هي : 


f(x) = lim f,(%) = lim (x+#) = « (xe [0,1]) 


لإثبات أن هذه المتوالية تتقارب من ۴ بانتظام على [0,1] . نلاحظ أن 


چ کے ل کا = | F(x)‏ — ()م] | 
11 11 11 


ÛL‏ جنم .علد تلط أن 


ليكن € چا وليكن ,لا فا یمس چا حيبت 


ع > هه «Û‏ ۲0(۱- (),؟| جح N,‏ <م 
n N,‏ 


لذا » فان متوالیتتا متقارية بانتظام على 01۱ قو 15د 


۷ _ مثال 


لناحذ متوالية الدوال الحقيقية 1,(,۳۷) ۰ الى شاحة كل مها [0,1] واحددة بالدستور : 


),)( - 1 


1 — nx ) 0> > + عندما‎ ١ 
0 )2 > »» 1 عندما‎ ( 
سنبین اولا أن الدالة ۴ التالية‎ 


( عندما 20 ۶ ) ۱ 
1 ج f(x)‏ 
0 


هي دالة النهاية للمتوالية السابقة . ي الحقيقة نلاحظ أنه عندما 0 = × ؛ فان 1 = («)1 = (×),؟ ابا كان ه من .N‏ 


( عئلما | >< >0 ) 


لنفترض الآن × عددا ما حقق الشرط 0>*>1 . عندئذ نری أنه اذاكان 1<و ‏ فان 0 = 0 = ۲,00 
: ل ik xX‏ 


إذن فالدالة ۶ هي حقا دالة النهاية للمتوالية الفروضة . 


الدوال الحففة الستمرة على فضاء متري ۸۹ ۱ 


مت ان 3 أن متوالیتتا تتقارب بانتظام ل f‏ على ]0,1[ : ك الحقيقة . لو افترضنا جدلا العكس ٠‏ قابا 
العدد الموج 5 عدد صحیح موجب كل فيك أنه ادا كان 8 اي ا تحقق الشرط جلا <۸ . فاد 
f(x)| < 7‏ - (<)م1| ابا كان × من ۱ . بيد أننا بلااحظ أنه عندما ر X=‏ . فال 


۱, 631 - |) 1 - ۰ = > 


لل 2ك 
4 2 


وبالتالی . فلا عکن للتوالتنا آن تتقارب بانتظام من ۴ غل [0:1] . 


سنورد الان معیارا للتقارب النتظم متواليقر من الدوال الحقيقية . لا بتطلب معرفه مسبقه لداله نهایه هده انتوالیه . 


۸ -- نظرية.(معیا ركوشي للتقارب النتظم ) 


الشرط اللازم والکافي كي تکون متوالية الدوال الحقيقية 1,(,۳(۷) على مجموعة × متقاربة بانتظام على × . 
هوان بابل العيدد الموجب الاختياري Ê‏ عده ۳ مو عي N‏ ۰ عبت ۹ اذا كاد ب M,N‏ أي عل دس جح 


موحبتن محققان الشرطين علا <م و m < N,‏ . فان لتراجییة ع > (X)|‏ سا — ()ب ]| تغدو عَحققة ابا گان 7 عن 2 


البرهان 


لنفترض اولا ان المتوالية 1ل ©2 ,1م11 . تتقارب بانتظام عل × من الدالة ؟ . وليكن ٤‏ عددا موجبا ما . 


عندئذ يوجد عدد صحيح موجب N‏ ۰ بحيث أنه إذا كان 8 أي عدد صحيح يحقق الشرط ,× ١<‏ . فان 
595 د ا e‏ ۱ ا ل مد a‏ ۱ 

> | - )»| ايا كان × من × . وبالتالی. فادا كان 1 عددين صححین مفقان الشرطين N,‏ < 5 و علطا < .m‏ 
فاننا ند آیا کان × من × آن : 


| f(x) - + )«( | > | f. (x) - f(x) | + | F(X) - f )( سب ب‎ 57 


وبالعكس . نفترض الآن أن شرط النظرية محقق . عندها تكون متوالية الأعداد الحقيقية 0(,8۷*),)) متوالية 
كوشي 3 × من × . ولا كان فضاء الاعداد الحقيقية المالوف؛ 78 تاما > فان المتوالية ۷ ,(() ١‏ متقاربة ايا 
كان × من #۶ ۰ ۳:۳ تعریف دالة حقيقية ۴ على × بالدستور («),] "11 = لیکن ء عتدا موجبا ما . 
ادن : نستنتج فرصا 7 آله بقابل ٤‏ عدد صحيح موجب ,علا ۰ نحيث انه ادا کان 0,2 عددين صحيحين فقا 
الشرطين ٩‏ 22 قعل < ص . فان المتراجحة > |() ااا تغدو محقة ‏ ابا کان * من × . لذا ‏ ايا كان 
× من وأبا کان n‏ الذي عم الشرط u n* N,‏ د 
fn )( | < > ۶‏ - )م | lim‏ = | 160 - (),]| 
”7 ون 111 


وبالتالي ۰ فان المتوالية ۸6۸ ,(,) متقاربة بانتظام من ۶ على × . « 


۱۹۰ لمدخل الى التحلیل الرياضي 


فش الا أن «الشرط الاقوی» من التقارب النقطي . الذي يحب أن تتحلى به متوالية الدوال الستمرة 
Je )1:(: 6۷‏ محموعة 2 کي نکن دال ی مستمرة على × ۰ هو شرط انتظام التقارب غذه التوالية من 
۴ . وقد یکون من الناسب التعبیر عن هذا » بان الاستمرار بحفظ عند الانتقال بانتظام من متوالية ,دوال مستمرة إلى 
داله انا , 


۹ -- نظرية 


اذا كانت ۷۷ ,(,1) متوالية من الدوال الحقيقية الستمرة على فضاء متري (7,2) . وکانت هذه المتوالية 
متقاربة پانتظام من الدالة الحقيقية ۴ على × . فان ۴ دالة مستمرة على × . 


البرهان 


ليك + تفا مویچنا ما . بترتب على انتظام التقارب متوالیتنا > وجود عدد صحیح موجب ۷ . یرل اه اذا 
كان 8 أي عدد طبيعي يحقق الشرط ۸۸ <8. فان >|60- ۱0,00 أياكان × من × . لنختر من حدود 
المتوالية الدالة بر؟ ۰ ولتکن 4 نقطة ما من × . لماكانت بر مستمرة في النقطة + (لأن ,4 مستمرة على × ) . فثمة 
عدد موجب 4 . نحيث بکون < |)( (f (x) - f‏ اذا تحققت المتراجحة 4 >(#,96 . وهكذاء نری أنه اذا 
كان 4 > (2),5 . فان 


| ۲)( -1)4© | < ۱۵ بر‎ O) | + | fr ) 20 — f (| + | بر‎ (E) - 1 ك > | (غ)‎ 0 ۳ = 


وهذا يعنى أن ۶ مستمرة في النقطة # الاختيارية من 8 اي ان ۲ مستمرة عل A‏ اه 


كه 85337 ا ؛ ولنزمزب 600 _نحموعة کل الدوال الحقيقية الستمرة على × . لا كانت 
5 هد ه الدوال حدوده ( ۲۶ ۹ ¢ فإننا نستنتج أن )0 جموعه جزئبه من محموعة کل الدوال اخفشه اعد ودة 
على × ۰ والى رمزنا لهذا بي (۳۰۱۹) ب 806 . فادا رمزنا ب ۾ لقصور الترك المنتظم على (<3)© ۰ فان 
( و (CN,‏ فضاء متري : حیث بتحدد المثرك © بالدستور 
sup{| F(X) - g(x)| :* 6۶۱‏ = (ع,0)1 
ایا کان م, من (000 . وهدفنا الآن اثبات أن الفضاء المتري (000,9) تام . 


۱ - نظر ية 


اذا كانت (0036) محموعة كل الدوال الحقيقية الستمرة واحدودة على محموعة × . وکان © هو المرك النتظم 
على (006 . فان الفضاء التري . (2)©)<0,4 تام. 


الدوال الحقيقية الستمرة على قصاء مري ۱۱ 


ال هان 


لتكن ۸6 ,[,؟) متوالية اساسية في (0)6 . عندئذ » يقابل العدد الوجب ع عدد صحیح موجب ۰ 
بحيث یکون 
ع > 2۱ 6 : sup{ | )(  ۲,)(|‏ = (م], سا)ه 


ایا كان العددان الصحیحان الوجبان اللذان يحقمان الشرطین :۱۷ <۱ ول < " .نستنتج من هذا ۽ آنه ادا کان ۲0,۲ اي 
عددين صحيحين نحققان × دہ وئل( < ص فان ٤‏ > |(×),؟- *) ]| : ايا كان × من × . وبالعودة إلى النطريه 
(58) نحكم بوجود دالة حقيقية ؟ على #:محيث تكون المتوالية 6,(,۳(۷) متقاربة بانتظام على × من ؟ . الأمر 
الذي بقتر عنه وفق ( ٦.۳٤‏ ) بان 


lim sup{ |f,(% —f()|:xeX} =0 )۰( 


واعناداً على النظرية السابقة )٩.۳۹(‏ ۰ نحكم بان ۶ دالة مستمرة على × . وإذن فهي تنتمي إلى 000 . وإذا 
لاحظنا أن المساواة (ه ) الى عکن كتابتها على الشكل 0 = (۴, ,؟) © نا ۔ تعنى أن ۴ = ,5 فل . فاننا نوکد بان کل 


متوالية أساسية في الفضاء التري ( ۵, 00۱۵ )متقاربة . إذن فالفضاء ( ©, 00)©) تام .ه 


لنعد الآن إلى النظرية )٩,۳۹(‏ . ولنطرح السؤال عا إذا كان عكسها صحيحا.إن المثال التالي يبين أن الأمر ليس 
كذلك في الحالة العامة . 


؟4" مشاب 


تكن ۱۷ ,6,۱) متوالية من الدوال الحقيقية المستمرة على [0,1] والمحددة بالدستور"(«- 0۷61 = (8)م1. 
عکن. التحقق ولا : من ان داله النهابه ۴ هذه المتوالية څول ده بالدستور 0= (16. ايا کان × من [0,1] > ونر الأمر 
للقارىء للتحقق من صحة هذه الدعوی . ان كلا من الدوال ,۲ مستمرة على [0:1] ۰ وكذلك دالة النهاية ۶ . بيد أن 
متوالیتنا ۷( لست متقاربه بانتظام على [0:1] من 1. وف الحقيقة ۰ فان 

sup{ |6۸) f(x) |: ([0,1]ع:‎ = sup{ ۱۸0۵ | :xe (0,1) 


2 _ ¥ اب ار 
ہے( )ما > 
(n+ 1(”‏ 5 9 





پلاکان عد - س فاننا نستتتج آن : 
)n + 1(”‏ سمه : 3 


lim sup{ |, (x)—f(x)|:xe [0,1]} #0 


اي أن متواليتنا غير متقاربة بانتظام على [0,1] من الدالة ۶ . 


۱۹۲ ۱ المدخل الى التحليل الرياضي 


ان هذا الثال يبي لاء أن عکس النظرية (1,۳۹) غير صحیح بعامةر » الا ان العکس الهؤبي التالي غذء 
النظر ية صاب . 


۳ --- نظرية ( ديي نمز ) 


ليكن ((06,1 فضاء متربا متراصا ولتكن (,6) متوالية من الدوال الحقيقية الستمرة على × لنفترض ( ۲۰ ) متقاربة نقطا 
على ×من دالة مستمرة ؟ . فاذا کان (),+م؟ > 0:),؟ » ایا کان ه من × وأبا كان × من × ۰ فان (,۶) لا بد وان 
تكون متقاربة بانتظام على > من ۶ . 


الرهان 


زمر ر 8.09 للدالة ‏ 4,000- 8 = )مه أا كان 8 من لا . إن 8:60 دالة حقيقية مستمرة 
على × ۽ کا أنه يقابل کل × من × المتوالية ۷ , ((),8) احشقهة المتناقصة والتقار به من 0 ۰ (اي أن ۰۷ (:8) 
تتقارب نقطيا على × من الدالة ۰8 حيث 8060-0 » ابا كان × من 76).إن هدفنا اذن هو تبیان » أن N‏ ۸6 ,(,ع) 
تتقارب عل × من الدالة الصفرية ۾ . 


ليكن ٤‏ عددا موخا ما . ولنقابل کل عدد صحیح موجب 1 باحموعة [6 E‏ > («)مع :۷2 | - ,ولا . لما كان 
من الواضح أن( »,0 - [)-6 = ,لا فان ,لا محموعة مفتوحة في ۰6 ایا كان ه من N‏ . كذلك فن الواضح 


U 1‏ © بلا 1 کان 2 1 ۹۱ ۱۱ ۲ ۰ * ا واه ت ¥ a i‏ ۲ ا س ۷ ۱ 
ل با ل 0 من N‏ وان( neN‏ ولآ) تشكل تغطية مفتوحة ل × اي ان X= UU,‏ . ولا 
كان(2,) فضاء متراصا . فهنالك تغطية جزئية منتبية من التغطية ( 6۸ :,لا) للمجموعة × » أي أن هنالك عددا 
اضر : 
صححا موحيا 2 . کت ولا = رلالا = × . وهكذا > فال كان ۲۲ غید دا صح حا عمق الشرط م <۸ ۰ 
فان ع > ()مع > (),ع >0 ابا كان من #6. لذا . نكون قد وجدنا 5 بقابل العدد الوجب الاختياري ۶ » عدد 
صحيح موجب م . حيست از اکان أي عدد مس مق ارب 0 «Az‏ فان , 


€ >()مه = g.(X)|‏ | = | )م - (۷),ع | 


أيا كان * من ×. وهذا بعتي ان 211 «(بع) متقاربة بانتظام على كا من الدالة الصفرية ع . م 


الدوال الحقيقية الستمرة على فضاء متري ۱۳ 


6 نظر ية الاستمرار انتقو 


Uniform Continuity Theorem 


عرفنا في الفصل الخامس الدالة الستمرة في نقطة من فضاء متري ۰ كما عرفنا الدالة المستمرة على فضاء متري . بان 
الدالة المستمرة في كل تقطة من هذا الفضاء . و بقال في هذا الصدد احيانا إن الاستمرار في نقطة . هو ١‏ خاصة 
موضعية :»في حين أن الاستمرار هو « خاصة شاملة » . وني الحالة العامة . فاننا نقول عن خاصة متعلقة بفضاء انها خاصة 
موضعية ۰ إذا امکن التعبير عنها من خلال جوار ما لنقطة من هذا الفضاء . اما إذا عبرنا عن هذه الخاصة باستخدام الفضاء 
با کمله . فاننا نقول عنها انها خاصة شاملة . ولا كنا قد راينا في (8,7) . ان الاستمرار النتظم لدالة يتعلق بدراسة سلوك 
هذه الدالة على ساحتها كلها . فان الاستمرار المنتظم ينتمي الى الخواص الشاملة . ورغم کون الاستمرار على فضاء . 
والاستمرار المنتظم على هذا الفضاء . خاصتين شاملتين . الا ان هنالك فرقا بيبا . فقد رابنا . ان کون الدالة مستمرة لا 
بقتضی بالضرورة استمرارها المنتظم , ند انا يعدا أن لا فرق بين الاستمرار والاستمرار المنتظم على الفضاءات المترية 
المتراصة (8,77) . ولا كان احال المغلق والنحدود [8:0] متراصا في ۰8 فاننا نستنتج النظر ية التالية . 


0 - نظربة ( هاين عمزع1] ) 


اذا كانت | دالة حقيقية مستمرة على محال المغلق واحدود [2,0] . فلا بد أن تكون ؟ منتظمة الاستمرار على [3,5]. 


۷۲ مال 


لقد وجدنا ی (۵:۲۲) آن الدالة الحقيقية المستمرة 82 + [0,1] :1 والمعرفة باللستوق 2۰ (1۷: منتظمه الاستمرار على 
[ 0:1] ۰ وذلك بالتحقق الباشر استنادا إلى تعر یف الاستمرار النتظم. ولکن عکننا الآن: أن نحکم بصحة هذه الدعوی 
مباشرة استنادا الى (۲:8۱) . 


اما لو كانت ۴ ادالة الحقيقية الستمرة ۴+ ۴:۴ والعرفة بالدستور نفسه *2-(10 . فقد 
وجدنا في (۰)6,۲۳ أن ۲ ليست منتظمة الاستمرار على . لاحظ أن الفضاء ۴ ليس متراصا . ولکن هذا لا يعنى ان 
الدالة الحقيقية الستمرة على فضاء غير متراص لا عکن ان تكون منتظمة الاستمرار . وعلى سبیل الثال ۰ فان الدالة 
الحقيقية على الفضاء غير المتراص ۰ والعرفة بالدستور طا + ×ة=(×)۴ » حيث 2,8 عددان حقیقیان » هي دالة منتظمة 


الاستمرار على ۴ وي الحقيقة » لیکن ع عددا موجبا ما . عندئذ » نلاحظ أنه يقابل ۶ العدد الوجب حي < 4 في 


حالة 340 ( واي عدد موجب 4 . اذا كان 0= ھ | ت آذ ادا کان 6 > ۸-۲ ۰ فان ۶ >|(۷)] (×)۴|. 


١4‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


تنج من هذا المثال . أن حاصل ضرب دالتين منتظمتى الاستمرار على ۴ . قد يكون دالة منتظمة الاستمرا 
عا 8 > وقد لا یکون كذلك . فالدالتان ع۴ اللتان ساحة كل مها 8 . والعرفتان بالدستورین 
« -800 , <-(10 منتظمتا الاستمرار على 8ءك| رابنا قبل قليل (ضع في الثال السابق 9-0 ,821 ) ۰ بيد اد 
حاصل ضربها وهو الدالة 48 الى ساحتا 8 . واحددة بالدستور *-10(800-(88(0) . ليست منتظمة 
الاليتيرار على | بج كما راينا را ا لو کانت 8 الدالتین ما ۳ الاستمرار عل R‏ . واحددئین بالدستورین > E(x)‏ 
و 1[ = (1)] . فاد الدالة تغدو منتظمة الاستمرار عل 2 . 


إن أهمية الدوال المنتظمة الاستمرارء تكن في أن الدالة النتظمة الاستمرار على محال مغلق ومحدود يمكن أن 
ا ن طا خا وسیط من الدوال ندعی الدوال الدرجة . 


۳ -- تعر بف ( الدالة الدرجيّة ) 


نقول عن دالة 8 + [5,ة]:4: نبا درجية على [طءة] ۰ إذاء جدت محموعة منتبية من الأعداد 
الحشقة b}‏ = ماقو ٠ء‏ و راہ ع {Xo‏ محتواة ی [a,b]‏ 3 وو حدت جموعه احری سس الأعداد الحقيقية اب Cis‏ ۰ 
عبت يكون © = (×)۴ عندما × >< > ري" . ابا كان ع من (2,. ..,1,2). 


6 -- نظرية 


ادا كانت ؟ دالة مستمرة عل الحال المغلق واعدود اطابع] . فانه بقابل کل عدد موح ع دال درحه 8 
على [8,5] . نحيث يكون ٤‏ >|(«)ع - ۰۱80 آبا كان × من [طبه] . 


المرهان 


!| کات الدالة ۶ مستمرةعل افاس فانه ب عل نظر ية هاین ويح ۰ ان ۶ منتظمة الاستمرار 
على [2,0] . ادن يقابل العدد الموجب ء عدد موجب 4 . نحيث انه ادا کان ,× اي عنصر ین من [3,8] شمان 


الشرط 4 >إلا-*| . فان 6 >16(۱- ۰۱6۵ لیکن 2 عددا طبیعیا محقق التراجحة 





قح <م ع ولنختر نقاط 
الجموعه | [a,b] E (Xaki «on‏ 3 ست يكون X = 8+ &(b-a)‏ ایا كان k‏ من الجموعة [, ۰.۰ 0,1,۰) 
اظ الان أنه ای كان 6 من (قذرء ٠‏ -ج1) . فال ٤‏ > إل ,)1 - )!| . عندما ,× >> ذلك 
ان 6 > قسط ‏ ا ب«- ع( . وهكذا فإننا نكون قد عرفنا دالة درجية #علل [ط,ة] محددة بالدستور 
(عندما ‏ >> یا . ایاکان ۷ من (1 isan‏ (- )۲ 
۱ = )8 
(عندما ,>> ,بت ) ( ,)۲ 


کا أن »>|«)ع - ۱0 . آیا کان × من [ط,) . ه 


الدوال الحقيقبة الستمرة على فضاء متري ۱۹۵ 


عار بن 
الدوال الحقيقية المستمرة 


)۱-٩( 
: شک و ول حقيقية مستمرة على فضاء ((26,1). ولنعرف الدالتين 4,8 على × کم بلي‎ 


f(0 = Z ۸ i ومع‎ =F 09 
۲ < 1 عدم‎ 


E 


برهن ان كلا من 1,8 دالة مستمرة على × 


(5-5) 
بعرف کر ادود من الدرجة ف بانه الدالة 8 ۰- ۳:16 المددة بالدستور 


۳ + .. . + يارج + م4 P(x)‏ 


ا 
اذا كانت ۴ دالة حقيقية مستمرة على (06,8. فاننا نعرف الدالة |۴| بانها دالة حقيقية ساحتا ×. ومحددة 
بالدستور |۱800 = 1100 برهن أن ۱8 مستمرة عل × . ثم بين أن الدعوی العکسية ليست صحبحة في الحالة العامة . 


(45) 
2 : ۰ 
اذا كانت ۴۲8 دالتين حقيقيتين مستمرتين عل («36,1): فاننا نعرف 8 م1 و ۷۵ بالبهما دالتان حفیفیتان 
ساحم 54 و محددتال بالدستور بن 


(fa g)(x) = min{ f(x), g(x) }‏ د (fv g)(x) = max{ f(x), g(x)}‏ 
بن أن هائین الدالتین مستمرتان عل . ( أثیت اولا انوا کان طبه من 8 . فان 


. ) max{ a,b} - عو ( - ه| +9 +ه) -د‎ min{ a,b} = (a+ b-|a- )ا‎ 


(*--8) 
بن أن النظرية (1:۰۱) تبقی صحيحة + اذا استعضنا عن الاستمرار الوارد ييا بالاستمرار النتظم . 


۱۹۹ الدخل الى التحليل الرياضي 


٩-۹ (‏ ) 
برهن أنه » اذا كانت مگ دالتين حقيقيتين مستمرتين على الفضاء النتري(6:0. فان 
الخموعة [(*),) = f(x)‏ : ۸ 2 ) مخلقه ي .X,D(‏ رشن أيضا أزه اذا كانت الدوال الحقيقية ات ۳ ۲ هستم 5 
جبیما عل [663: فان اسر 
N -- 130 = xc a TAO}‏ دعر { 


نظرية القيمة المتوسطة 


(1 ۷ ) 
بين أن کل كتير حدود من الدر جة الثالثة ره + یو + ×,ھ + مة =  ۳0«(‏ لا بد وان یکون له صفر حقيق. اي 
انه بوجد عدد حقيق 4 . محیث 0 - (۳ . عمم هذه النتيجة على أي كثير حدود من درجة فردية . هل تبقی هذه 
النظر بة صحيحة عندما يتعلق الامر بكثير حدود من درجة زوجية ؟ آورد مثالا أو مثالا معاکسا تدلل به على إجابتك . 


(-۸) 
برهن أنه اذا كانت 4 داله حقيقية على ((76,1): وکانت ؟ مستمرة في النقطة ۵ ۰ وکان 0> (112 ؛ فهنالك كرة 
مفتوحة ٠ ۱۷ a,£)‏ وت بکون 0 > f(x)‏ . ایا كان × من (ع,3 )لخ . 


(4-5) 
لتكن 8 - [0,1]: ؛دالة مستمرة ومتباينة . ولنفترض أن (1 >(۰160 أثبت صحة ما بى : 


(١)اذاكان‏ 1>* >0 . فان (۴)0 < 0 . 


(۲ ) ادا کاد 1 > ۷ > >0 . فان (1)9 > (1 . 


(5ك١٠)‏ 
لتكن ؟ دالة حقيقية مستمرة على [0,25] . نحيث يكون (1)2 = (1)0. 


ری ان به عددا © نتمي الى ]0,”5] تتحقق معه المساواة (7+©)1 = (©)1 . 


( ارشاد . شکل الدالة الساعدة 8 على [0,5] . واحددة بالدستور ( + »)۴ - (×)۴ = 0(« ) 


الدوال الحقيقية الستمرة على فضاه متري ۱۷ 


)۱۱-٩( 
لتكن ۴ دالة حقيقية ساحتها [0,1] تحقق الخاصة التالية : اذا كان بو عددا حقيقيا ما . فاما أنْ لا بوجد‎ 
عدد »× من [0,1] يحقق الساواة =( . واما أن يوجد عددان على الضبط × من [0,1]) . ققان‎ 

المساواة 1ع ()) دحت أن ۲ لا مكحن أن تکون مستمرة على [0:1] . 


نظر ية التقارب المنتظم 


)٩۲ -(‏ 1 
لتكن ۶۱ ۲,(۰) متوالية من الدوال الحقيقية على ۰۳۳ والعرفة بالدستور شک = ۲,6 . برهن أن هذه المتوالية 


تتقارب نقطيا على ۸ من دالة النهاية ۴ احددة كأ بلي : 
(عندما 1 >۱) 


(عندما 1 = إ×|) 


(عندما 1 <|*|) 


f(x) = 


ص | نم ب 


هل بمکن أن تكون متواليتنا متقاربة بانتظام على ۴ من ۴ ؟ ولاذا ؟ 


(-۱۳) 
)١(‏ لتکن 8©618,(م5] متوالية من الدوال الحقيقية : الي ساحة کل منها ‏ ]10:1 . والعرفة بالدستور 


ملف Ea‏ .ننه اقا تاه ای ها بسا عانقا 011[ . 
سل = 8,6 . بين ان هذه المتوالية تتقارب نقطیا . ولیس بانتظام على ]0:1[ 


(ب) لتکن N‏ ع و , (بع) متوالية من الدوال الحقيقية » الى ساحة کل منها ]10:1 ۰ والعرفة بالدستور 


- («8۸6 . بين أن هذه التوالية تتقارب بانتظام على ]۱0,1 من الدالة الصفرية . 





Xx 
nx + [ 


| 3۲ 
لتكن 48,۱ و (م5) متواليتين من الدوال الحقيقية . تتقاربان بانتظام على محموعة × من الدالتين ۴4 على 
الترتیب . 


۱۹۸ لدحل الى التحليل الرياضي 


۱ (ب) ليك‎ 
h,(x)  ]۸)( و (0:)مع‎ h(x) = F(X) g(x») 


ابا کان × من × . برهن انه اذا کانت کل من الدوال ۴١8۰‏ محدودة على × . فان 1١,۸6۸‏ تتقارب 
بانتظام على × من الدالة 1 . 


(ة5ةك ش١)‏ 

لتكن ۱۷ 151.26 متوالية من الدوال الحقيقية متقاربة بانتظام من ۴ على محموعة 5 من الأعداد الحقيقية . 
ولنفترض وجود عدد حقيق موجب 1 حیث يكون ۷ > )ءا . اياكان ۶ من 5 . واياكان 8 من N"‏ . لفترض 
كذلك . أن ۾ دالة مستمرة على الكرة المغلقة (8)0,84 . ولنعرف الدوال 80809) = ديا 
()(,801) = )مط على 5 . برهن أن متوالية الدوال 20 ©ه,1مط) تتقارب بانتظام على 5 من 8 . 


(-۱۱) 
تكن ۷ 1 , | {fr‏ متوالة ف الدوال |الخقيشة عل © . حددة بالدستور 


111-25 


(! ) بين انه ی حال کون × عددا عاديا . فان 1 (),] lim‏ , (ارشاد . اذا کان ج ی .. Ba‏ 
3 2 3 وت عه زر 5 - 
عددان صحيحان . فان ×1 بغدو عددا صحيحا أيضا عندما يكون « كبيرا بقدر کاف . وعندئذ يكون 


) (cos 2!5202” - 1 


قت كنت إنه في حال کون × عددا غير عادي . فان 0 = ۱۳۲۸۵ (إرشاد-اذا ل يكن 21۷ 


ی صححا . فان 1 < ۲۳ |cos‏ « وبالتالي يكون 0 = (),]). 


(كا ل؟7١):‏ 
لتکن ١6١,(ء؟)‏ . متوالية من الدوال الحقيقية ساحة كل منها ۴ . ولتكن هذه التوالية متقاربة بانتظام على 


ضاي الداق اللققة ۶ ارف الدوال + © : ,چ بالدستور )+ f(x‏ = ()8 . ابا كان 0 من 10. برهن ال 
المتوالية ۱۷ع8,(بع) تتقارب نقطیا على ۲8 من الداله ؟ . 


الدوال الحشيقية الستمرة على فضاه متري ۱۹۹ 


) ۱۸-۲۱۱ 


بين ان الدالتی التاليتين منتظمتا الاستمرار على ساحتیهما : 


تير = (()] ۱ +R‏ [1 ,00| : ] 
+R 1 ۲) - +‏ إمه + ,1]:] 
)١4-5(‏ 
بين أن الدالتين التاليتين ليستا متظمتی الاستمرار على ساحتيهما : 
× = ()] پ, Hiroe‏ 
- )۲ + ۲ ]0,1[ :۲ 
)۲۰--٩(‏ 


لتك ۴+ :1 دالة مستمرة ودورية زاي أن عة عددا حقیقیا 3 . نحيث تتحقق الساواة (*)1 > (+ 3)] 

ایا كان × من ۴ ). أثبت أن ۶ منتظمة الاستمرارعل , 
(5.-99؟) 

۳ ۸ جموعه حزئيه محدودة من IR‏ 5 وکن 4 ع ۳۵ : ] داله منتظلمة الاستمرار على #2 .برهن عندئذ أن 
f(A)‏ محمو عه محدودة کد لك 
(9-15؟؟) 

نقول عن ills‏ ۲2 ع 64 : ] ٠‏ اغبا خطية على R‏ . اذا تحققت الساواتان 

])5 + ۷( <1)( + ۲)۷( , f(kx)=kf(x) 
. برهن أن كل دالة خطية على ۴۸ . هی من اله لفك 800-2 : حيث 2 عدد حقیق ما‎ ) 0 


(ب) أثبت أن ۶ منتظمة الاستمرار على ۸ . 


+ ۲ الدحل الى التحلیل الرياصي 


("- ۳۳ ) 
لیکن +R‏ إط,ة[ f:‏ غ دالة مستمرة . برهن ان الشرط اللازم والكافي كي تکون 1 منتظمة الاستمرار 
على ]2:0[ هو ان تکون النپایتان 10600 ۰ و (»)۴ 1ا موجودتين . 


ع قا جلا 


(58-5) 
برهن أنه إذاكانت 5,8 دالتين حقيقيتين منتظمتي الاستمرار على 5 ۰ فان 5+8 منتظم الاستمرار على 5 
كذلك . وإذا كانت 4,8؛ فضلا عن دلك»محدودتین على 5 ٠‏ فان حاصل ضرا 48 منتظم الاستمرارعلى 5 . 


وإذا كانت 6,8 ٠‏ بالإضافة الى ذلك محدودتين بعيدا عن الصفر » أي إذا وجد عدد موجب 288 . حیث يكون 
M > ۱۵‏ >0 ۰ اکان × 8 ق دالة معلل الاجم ادس ١ادشاد‏ آلو الاي > 
۱ س ۳ ستمرار على 5 . (إرشاد لحل القسم الاخير 





ومع - ”)ع سئال _ |9 _ 1)9 
| (۶)۷ | | («)ع | (()ع g(x)‏ 





> ۱۷۱۶| f(x) g(y) — f(y) g(y) + f(y) g(y) - g(x) f(y) | > 


(< ۱۰۲۱۵00۱ ۱/۵۵ 6۵۱+ ۱6۸۵۱ ۱20۵200 | | 


(5ة8؟9؟) 
لتكن ۴+ ۴:۴ داله منتظمة الاستمرار : ولنعرف متوالية الدوال الحقيقية ۷ ۲,(,0) > الي ساحة كل 


منها © . واحددة بالدستور (+] = ۴)۸ أياكان ه من ۷ . بين أن هذه التوالية تتقارب بانتظام على ۸ 


من الداله ؟ . 








Differentiation 


ee 


برزت في عم افندسة وعلم اميكانيك مسالتان شهيرتان . حول تعيين ميل الاس لمنحن في نقطة منه . واتجاد 
السرعة الآنية لمتحرك في لحظة ما . وقد وجد أن حل هاتين المسالتين . بقود إلى فكرة أساسية واحدة»اطلی عليها اسم 
« الاشتقاق» او « المفاضلة» . وللدلالة على ما لممهوم المفاضلة هذا من اهمية بالغة . يكفينا القول . بانه كان الاساس الکن 
الذي قام عليه فما بعد صرح ١‏ الحساب التفاضلي » الشاهی» الذي ما انفك يشغل مرکزا مرموقا في جل فروع العرفة الطبيعية . 


ان ما نهدف اليه في فصلنا هذا . ليس دراسة تطبيقات الحساب التفاضل في افندسة والميكانيك . اذ ان طموحنا لن 
يتعدى الخواص العامة للمشتق » واستنباط النظريات الأساسية في علم الحساب التفاضلي . ورغم أن كثيرا من النتائج 
والنظر بات ١‏ الى سنعرص شا . قل تکون ما لوفه لدی القاریء من خلال دراسته للر باضیات الا بتداشه.», ق با کورة دراسته 
الجامعية . الا اننا سنرکز بصورة أساسية على إيراد براهیق دقيقة قدر الستطاع . تستند إلى النتائج التي توصلا الما في الفصول 
السابقة . 


۳۷ المدخل الى التحليل الرياضي 


١./ا‏ _المشتق 


The Derivative 


١‏ تعريف 


تكن 5 مجموعة جزئية غير خالية من ۴ ٠‏ ولتكن 8--5:؟ دالة . نقول عن 6 نبا قابلة للاشتقاق في 
النقطة ,× . اذا كانت *٠‏ نقطة داخلية (*) ل 5 ء وكانت النبابة 
lim SZ (x9‏ 


ما -- از نامه 
موجودة . تسمی هذه النپاية عندئذ مشتق الدالة ۶ في النقطة ٠×‏ ويرمز ها ب امد او 108 اور 
f(x)‏ . 


ادا رمزنا ب ظ محموعة النقاط و 5 »الي تکون ؟ في كل منها قابلة للاشتقاق (* *) ٠‏ فان الدالة الي 
ساحما ۴ . والي خيال كل عنصر ×٥‏ من 8 وفقها هو (,«)1.تسمی مشتق الدالة ۶ (أوالدالة الشتقة ل ۶ ) . ویرمز 
شا ر df‏ 1 1 ندا آل قاهة 
اج و Df‏ و ؟ . وعندئد نقول ان ؟ قابلة للاشتقاق على 8» آو ان للدالة ۶ مشتقاً على ۳ . 


۲ - مثال 


لناخذ الدالة + ۴:۸ احددة بالدستور |×| = 8 . من السهل التحقق بأن 1( آباکان العدد 
الوجب × . وان 1-=() ۴ .. آبا کان العدد السالب × . واذا لاحظنا أن القدار |x|‏ _ (10- 10 
Cy TS ۴ 1‏ 


ليس له نباية عندما 0+-* . فإننا نستنتج أنه لا يوجد للدالة ۶ مشتق في النقطة 0 . وهكذا . فان ۶ قابلة للاشتقاق 
على (0) - R‏ 


سنورد الان نظرية تبين الرابطة بين الاستمرار وقابلية الاشتقاق . 


۳ -- نظرية 


اذا كانت 5 محموعه جزئية من 2 > وکانت ۴:5+۴ دالة قابلة للاشتقاق في النقطه ما من 5 . فان ؟ 


لا بف وان تکون مستمرة في ول . 





. ) أي إذا وجد محال مفتوح ۳ بحيث یکون 5 > ] , » [ © م2.(راجم .)۳.4٩۱‏ 
(۰۰) قد نكون هذه المجموعة خالة . 


المفاضلة ۳۰۳ 


الرهان 
لا کانت ۶ قابلة للاشتقاق في × » فانه يقابل العدد 1 عدد موجب * . نحيث أنه اذاكان × أي عنصر من 
5 حمق الشرط "ل > |" -:| >0 ۰ فان 
1 <| )7 0 متس | 
X— Xa‏ 
اذا ضربنا طرفي المتراجحة ب 1م:-| ‏ فاننا تجد استنادا الى متراجحة المثلث أن 
ام »| ( | )۱۶ +1( > | م26 - )1 | 
يكن ع علدا موحبا ما لاد ( 


لتق مال 0 - ل . عندئد ر للقا.. بء التحفقة م أن 
ا(م) ]| +۱ ای کت 


>|(,10۳ - ۱۹ ۰ شريطة أن یکون × عنصرا من 5 حقق التراجحة 4 >|,«-۰۱5 الأمر الذي يعنى استمرار ۲ 
ديد 


يبين المثال (۷,۱۲) أن عکس هذه النظرية غير صحيح . ذلك أن الدالة | مستمرة في النقطة 0 . دون 


وكين قايلة للاشتقاق بي هذه النقطة . هذاء ومن المکن ايراد دالة مستمرة على 8 ۰ دون أن تكون قابلة للاشتقاق في 
أي نقطة من © . 


سنورد الان نظرية مدنا بدساتير مشتقات مجموع وحاصل ضرب وحاصل قسمة دالتين حقيقيتين . ورغم ان هذه 
الدساتير لا بد وان تکون مالوفة لدی القارىء عند دراسته لبادیء لساب التفاضلي » فان المراهين التالية . قد تکون ادق 
من تلك الى تعرف علبا الطالب في دراسته السابقة . 


:۶ -- نظربة 


وا 


للاشتقاق في النقطة م« . فان ۵+ و 48 قابلتان للاشتقاق في .× . واذا كانت ج دالة قابلة للاشتقاق في م×ء 


لتكن 26,8 دالتين حقيقيتين ساحتاهما احموعتان الحقيقيتان 5,7 على الترتیب . فاذا كانت 4,8 ٠‏ قابلت,: 


وكان 8)*.(0. فان 1 قابلة للاشتقاق كذلك في ,× . وفضلاً عن ذلك ۰ فان 
3 


(i) (f+ g)' (xd = ل<)؟‎ + g(x 


(ii) (fg) (x = م«)؟‎ g (xol + f (xa) g(x) 


۱ ليداع_ _ ایام ده 
(۵00۶0) ا د ۵( (ننا) 


۳۰ الدخل الى التحلیل الرياضي 


البرهان 


إن »× هي بالفرض نقطة داخلية لكل من 7 . من السهل التحقق عندئذ بان م« لا بد وان تكون نقطة 
داعلية (ونقطة حدية ابضا) د ۲ 58. 


(۱) إن الدستور () هو نتيجة مباشرة للمساواة 





۵ ع - لداع , )۶ - ۲0 ۱ 
مك - ۶ مه = ۸۶ هلا ۸ 


ولحقيقة کون نباية حموع دالتين تساوي حموع نهایتبهما (4,۲۸) ومن الواضح أن اختيار × نجب أن 
یم یٹ ركون 2865 *. 


(۲) اما اللستور (1) فهو نتبجة مباشرة للمساواة 
f(x‏ - ۵ ل یی ب اعت ع پم 2۵) 1۵) - ۵) 9 


مكل = م = X‏ 


ولحفيقة کون ؟ مستمرة في * (۷,۱۳) ۰ ولحقيقة کون نبايتي المجموع وحاصل الضرب تساويان مجموع 
وحاصل ضرب النهابتين على الترتيب . 


)۳( وأخيرا > فان الدستور (011) ناتح هن المساواة 
مل - 9( 
مرس و ت 
X — Xo E(x) 8) xol ×=‏ 


ومن حقيقة کون الدالة ع مستمرة في. مل » ومن حقيقة کون نهاية حاصل الضرب تساوي حاصل ضرب 
الباتن . لاحظ انه لا كانت ۾ مستمرة : وکان 0 (,8)۲5 فان 0(0ع من اجل جمیع 
الاعداد × الي تنتمي إلى ۲ ٠‏ والقريبة بصورة كافية من ×٠‏ (استرشد بالمرين (5 8)) .» 


6 نتبجة 


يترتب على النظرية السابقة » أنه إذا كانت ۴۲,8 دالتين حقيقيتين ساحتاهما ت الحقيقيتان 5,7 على 
العرتب 35 وكانت 18 قابلتين للاشتقاق في النقطة و با وكان 0 *ة ( م()ع 3 فان - قابلة للاشتمای في ۵ ک أن 


۳ 


من الدساتير الهامة » الي غالبا ما تستعمل عند حساب المشتق . دستور مشتق 1 دالتین» الي عرفناها في (۱۲:۳۹۸) . 


المفاضلة ۵ ۲۰ 


 ۷.۱١(‏ نظرية ( مشتق مركبة دالتين) 


لتكن 5,8 دالتين حقيقيتين للمتحول الحقيق . ساحتاهما 5:7 على الترتيب (5 > (8)1). فاذا كان المشتقان 
(<)'8 و((8)0) ۴ موجودین ۰ فان الشتق (,*)۲۰8۳) يكون موجوداء ويعطى بالدستور 


(fog) (x) = f' (م)ع)‎ ( 8“ (xo) 


الرهان 


لا کانت ساحة الدالة ع۰) هی ۲ . وکانت ء×نقطة داخلية فى ۲ (لأن ع قابلة للاشتقاق ف ,۲ ) . فان 
۰ نقطة داخلية لساحة ۲۰8 . لاثبات هذه النظرية . من الطبیعی أن نبدا بالساواة التالية 


(fog) (x) — (fog (x) _ f(g(%) - f(g(x)) , راع - ونع‎ 
× - (م)ع - ()ع ملا‎ X - ملا‎ 


وبا آن ع قابلة للاشتقاق في .* . فهى مستمرة في ,× . لذا فان 0+ (م×)ع - 0)ع . عندما 0+ م»-* . وبالتالى . 
فاذا جعلنا 0+ م×-× في المساواة الأخيرة ۰ فاننا جد الدستور المطلوب . 


إن إمعان النظر في هذه المناقشة ۰ يكشف عن عيب فيا . ذلك أن (م×)ع - 8000 قد يكون مساوياً للصفر في عدد 
غير منته من قم × في كل جوار ل عه . وعندها لا یکون للعامل ((ر) ۱ ۱ 





معنى من اجل هذه العم ل . 


لا کانت ۴ قابلة للاشتقاق في النقطة (*)8 ۰ فإنه يقابل العدد الموجب ٤,‏ عدد موجب ,ف ۰ محیث أنه اذا كان 
۹5 . و 4 >|(۱۷-8)0 . فان 


(f(D -۲)۵)((-۲ )8)0(()۷-800((۱ 5۱۷ -600( | ۰ (e) 


كذلك . لا كانت ي قابلة للاشتقاق في ,× . فإنه يقابل العدد الموجب ,» . عدد موجب 4 ٠‏ بحيث أنه اذا كان 
1 و 4 >[۷- | فان dı‏ >|(م)ع = g(x)‏ | , کا أن 


(ه د) |املا- |x‏ ,€ > | لم -۲) (مل() g‏ - (ملا)ع - g(x)‏ | 


۳۰۹ المدخل الى التحلیل الرباضي 


نتخلص ما سبق ‏ أنه اذاکان 2۲ و 4 >|,-: ۰ فاننا ند استنادا لل وه و (۰۰) أن 


f(g(x))—f(g(x,))—f (م«ا)'ع ((6ع)‎ (x— xo ) | 
<| f(g(x) ) -f(g(x))-f (g(x,))(g(x) - g(xo))| 
+ | f (g(x) )|| g(x) - g(xo) - g(x) (x — xo) | 


> ۱800 -g(x)| +e, | f (g(x,))(x—xo)|  (***) 


اذا طبقنا متراجحة الثلث على (۰۰) فاننا جد 


| ملا (x, ) |) | x‏ £ |+ىع) < g(x) -g(xo)|‏ | 
ولو افدنا من هذا ي السطر الأخير من (+ ۰ ۰) . فان هذا السطر بغدو اصفر من المقدار التاللي أو ساو به 
اما | (86((۱) ۱+۱۶ (e, +| ۵ (x)‏ 


|1 ۰ ۱ 3 سه تب | ]2 


۱ سس« - ,1 4 وا ۱ 
f NIT‏ | + ۱(م) ع | +1 ۱ کت 
عندئذ الانحظ أنه اذاكان × عنصرا من ۲ > شق التراجحة 4 >|,- | + فان 
(g(x) ( 8 (xo) (x—xo) | > | x—Xo|.‏ 1 - (م<) (8 (fo‏ - () (ع ۲۰ ) | 


فإذا كان ,۷۴ ۰ فيمكن تقسے طرفي هذه المتراجحة على |م×-»| . الأمر الذي ببين أن ع٠۴‏ قابلة للاشتقاق في 
× . وان المشتق بي هذه النقطة يعطى بالدستور الوارد في النظرية . م 


۲ -- خواص الدوال القابلة للاشتقاق 


Properties of Differentiable Functions 


سنورد في هذا البند . اهم الخصائص للدوال القابله الاشتقاق › والي جد» بعد امعان النظر فا أن ترتبط عسلمة 
العام ٠‏ الي شكلت الأساس ن. الذي استنديا اليه £ توصلنا الى نظرية القيمة الاک ر والقيمة الأصغر (۲۳ (Tv,‏ 


1 - نظرية 


ادا كانت ۴ دالة ساحتها انحال المفتوح 1 . وكانت ۶ قابلة للاشتقاق في النقطة © من 1 . ومدركة لحدها 
الاعا لى أو حدها الادنی ف هده النقطة : فان 0 -1)0. 


البرهان 
لفترض ملا آن ۶ تدرك حدها الأغل في 6 . عندلق یکون 8888 ۰ آیا کان ‏ من 1 , 


وبالتای . يكون 0 < د 9 عندماء ><اء ويكون نع ©= اا عندما e‏ <×. ولا كان شتی( موود | 


)ا ح 7 


فرضا . فاننا سس استنادا الى (f£,4۳)‏ ان 


f (¢)‏ <() من 9 0) 1- () 1 imi - lim‏ 
ع - ۷ E‏ ع ۷ یاج از - 6 م 


ولا كانت النبایه الوسطی غير سالبة والنهاية ابمنى غير موجبة ۰ فاننا نستنتج أن 0=( ۴ . 


آما اذا كانت ۶ مدركة لحدها الأدنى في غ . فان النظرية تبرهن بصورة مماثلة .ه 


سنستلمر هذه النظرية ۰ ببدف التوصل إلى واحدة من آهم خواص الدوال القابلة للاشتقاق . والتمثلة بالنظرية 
الشهيرة التالية 


- نظرية روك ) Rolle‏ ( 


إذا كانت ۰؟ دالة حقيقية مستمرة غل الحال المغلق (:8] » (حيث ا >4 ) . وقابلة للاشتقاق على 
٠ 12,‏ وکان (0)< (1)8 فثمة عدد ع منم ال اة[ . ميث یکون 0-() f‏ . 


ار ۰ ۲ الدحل الى التحليل الرياضي 


الرهان 


إن دالتنا » لا بد وأن تدرك حدها الأعل وحدها الأدنى على [ط,ة]ء استنادا إلى نظرية القيمة الأكر والقيمة 
الأصغر (5,55) . فاذا تم إدراك الحدين الأعلى والأدنى في طرفي الحال مه . فان ۶ لا بد وأن تكون ثابتة لأن 
(100-(168 » وبالتالي نجد أن ۶0-0 أياكان » من ]3,6[ . أما اذا بلغت ۴ حدها الأعلى أو حدها الأدنى في 
نقطة © من ]ط,ة[ . فلا بد ا يكين 0= () ۲ وفق النظرية السابقة . © 


إن نظرية رول تشكل حالة خاصة من النظریتین التاليتين : كما أنها ضرورية لاستنباط كل منها . 
۳ -- نظرية القيمة الوسطى في احساب التفاضلي 


ادا كانت ۶ داله حقيقية مستمرة على امحال الغلی [8,8] ۰ (حيث >2 ). وقابلة للاشتقاق على 
]a,b{‏ 3 نمك عدد © سی الى 2,9[ ۰ کیت يكون 


f(b)— f(a i 
و - ۳2اه‎ 


البرهان 
شک الدالة الساعدة 1+ [۳:]2,0 احددة بالدستور : 
f(b)— f(a)‏ 
8 17 کت 


F(x) > f(x)— (x¬ a) 


ا کات ۴ ا زطءة] » وقابلة للاشتقاق على ]ط,ة[ . وکان (ھ)۴ =()۴)۵(=۴ . فن الممكن 
تطبيق نظرية رول. الي تؤكد وحود عدد © ينتمي إلى ]ةر 4 مك کن 


سا — ع2 )7 .ده 
من الممكن . التوصل الى نظرية القيمة الوسطى هذه كنتيجة للنظرية الأعم التالية . 


۶ -- نظرية كوشي ( 02 ) .في القيمة الوسطى 


إذاكانت 1,8 دالتين حقيقيتين مستمرتين على محال المغلق [ط,ة] ۰ (حيث 8 >2 ) ٠‏ وقابلتين للاشتقاق على 
إاءة[ ٠.‏ فثمة عدد © ينتمى الى ]اھ[ ۰ يث بكون 


f(b) -f(a)] = f (O[ g(b) - g(a) (۰‏ ]ن)'ع 


الفاضله ٩‏ ۰ ۲ 
البرهان 
لنصّطنم الدالة 
(a) | ] f(b) - ۲ (a) [‏ ع - (۵) ع ]+ ل0)؛- f(a‏ ] [ )ع (ط)ع ] = F(x)‏ 


لا كانت ۴ مستمرة على [3,5] . وقابله للاشتفای على ]8,6[ ۰ وکان ۳)۵(<۳)0(<0۵ .۰ فان تطبیق نظرية 
زود‌ندل على وجود عدد 6 ينتمي إلى داب[ نحيث يكون 


(a) | = 0‏ 8 ()ع ] 140 f(a]‏ (ط)؛ ]200 ۳0 e‏ 
إن نظرية كوشي في القيمة الوسطی (۷۰۲4) ۰ توفر أحیانا أداة فعالة حساب نهایات بعض الدوال . 


۵ -- فاعدة لوبیتاد (إهازدوه1:11) (۱) 


اکن 8 دالتين قابلتین للاشتقاق على (2)-1 ۰ حيث 1 محال و 261 . فاذا كانت کل من ور 
تسعی إلى 0 عندما یسعی ‏ إلى ۵ ۰ وکانت کل من (») هو 800 مغايرة للصفر ‏ أياكان × من 1-12 . ووجدت 
فضلا عن ذلك الناية Ç0‏ ونا فان النهاية 00( ف تكون موجودة .كا أن 


OT OT 
im )(x) = lim ۳ ()( 


الرهان 


لنعرف الدالتين +1 : بع , ,ا نحيث (×)ع = (×)رع و80 = (<), ایا کان × من (2)-1 
ونحيت 0 = (8),ع = f,(a)‏ . لا كان 


lim f(x) = lim ] )*( = 0 = ],)3( 


lim «ارع‎ ( = lim g(x) = 0 = (8),ع‎ 


فإننا نستنتج استنادا الى )٠,١٤(‏ أن 8 ۰ مستمرتان في 2 ٠‏ وبالتالي مستمرتان على 1 . (لانبما قابلتان للاشتقاق, 


وبما أنه عند دراسة سلوك نهاية دالة في 8 لا نعبأ بقيمة الدالة في 8 ٠‏ فان سلوك نباية دگ في 5# ۳ نلك 
عاة د فين ۲ 
8 


.1 ۲ المدخل الى التحلیل الرياضي 


لتكن ۸6۸ , (مة) متوالية مطردة » حيث (ه)-21 به » و هه مه . عندئذ » نجد استناداً إلى نظرية كوشى 
(۷:۲) انه يقابل كل مب ععدد بت حصور س ہج و 4 ١‏ یت يكون 


g',(c, J[ fı(a, )—fı(a)]  ]:)عم(‎ ] م8۵62‎ (8,68 ( j 
ولا کان 0 = (8,68 = (۰,68 وکانت کل من (0ع و (»)ع مغايرة للصفر أياكان × من 1 فان‎ 


a= (,ع6(ج)‎ («( 
E 8 


لا کانت 8+ مه . فان +a‏ .© . وعا أن و«( نا موجودة » فانه يترتب على النظرية (4:۱۵) أن (به)( )دنا 


موحودة : وتساوي ))5( lim‏ . لکننا ری من (۰) ان 
۲7۲۳۳ 55 
(e ()6,( = lim (-)(a, )‏ صل 
اء قان li ()(a,)‏ ر : وتساوي (×)( )۳ا . قحال (4:۱0) اء نجد أن 
9 59 
lim (— ()<(‏ = ( مة)(-) ۱1۳۳ . 
) 2 17 ) ا 
ادن 
مه اليد عمد E‏ 
(«)( )هنا = (×)(س) سنا . ه 
E‏ اقلا zl E‏ 
هنالك أشكال مختلفة لقاعدة لوبيتال . ورغم أن الشكل الذي أوردناه هذه القاعدة في (۷.۲۵) أكثرها شيوعا ۰ إلا أن 
الصيغة التالية ( التي نکتنی بنصها دون البرهان عليها ) كثيرة الورود والتطبيق . 
۹ - قاعدة لوبيتال (۲) 


یک 08 دالت قابلتين للاشتماف على (1-13 ٠‏ حيث I‏ مالو 3©1 5 فاذا كانت كل من 8 د؟ سای 
الى مج عندما تس * إلى 3 ۰ وافتر ضا أن 80۶0 آيا كان × من (1-12 ووجدت فضلا عن ذلك 


ناب (»)(ج) ئل . فان النهاية (×)(-) اال . تکون موجودة ۰ کا ان 


lim (kL) ۳ )جوز‎ ()«( 


المفاضلة 11 


۷ -- مثال 





لناحذ الدالة ۱:۳ احددة بالدستور × ععع - (×)ط. ولندرس النهاية (20 ۱۱۳ . لنعرف الدالتن 
xX‏ ۳ : ا 


g(x) - ۷‏ و 51 1 = f(x)‏ 
نلاحظ أن 5,8 قابلتان للاشتقاق على (1-10 = *۴ . وأن 0(=0)ع=(۴)0 . وأن (0ع و 80 تغايران الصفر 
ایا کان × من  1-40(‏ وان 
۳ 7 ا 
۷ 2۷ 


اذن نجد استنادا إلى (۷۰۲۵) ۰ أن 0 = (×)ط ها 


۷۷۸ فال 


لناخذ الدالة ع *© :1 احددة بالدستور 108 =(»)ط ۰ ولندرس النباية (×)1 ۱0 . لنعرف الدالتن 
سا 
6] عل ۳ بالدستورین 


f()=logXx وو‎ ٠ g(x) - > 


اللاحظ ان 2,] فابلتان لالاشتفاق عل ۳ . وان كل" من 1 سای الى مه+ عندما 0 + × . وان 0 # نله حت ل3) کب 
ایا کان * من R*‏ وأن 
- 3 
lim + - 0‏ = («)( ج) lim‏ 
1 _ مه م ۱-0 
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اذن نجد استنادا إلى (5؟,/ا) ان 0 = (×)ط جوزا 


رأينا كيف أمكن استؤار نظرية كوشي ٠ )۷,۲٤(‏ التي تشكل تعميما لنظرية القيمة الوسطى . للحصول على 
قاعدلي لوبيتال 508 نظربه القيمة الوسطى نفسها (۷,۲۳) ۰ فان من أهم النتائج المترتبة عليها النظر يتان التالیتان . 


۵۹ -- نظر بة 


اذا کانت ۴ دالة حقيقية مستمرة على المحال 1 ۰ وها مشتق يساوي 0 في ابة نقطة داخلية من 1 . فان ۲ 
دالة ثابته . 


۳۱ الدعل الى التحلیل الرياضي 


الرهان 


لتكن 8 أبة نقطة مثبتة في 1 ؛ ولنرمز ب 8 لقصور ۴ على ]4٫×[‏ . حيث ۰61 و 4<× . عندثذ تكون 
۾ مستمرة على [:8] وقابلة للاشتقای على 2,01[ (لادا؟) . وبالتاي ۾ حد استنادا ال نظر به القسمه لوسطی 
(۷,۲۳) أن عة عددا » من ]2:4[ میت یکون 


g(x)—g(a) = (x—a)g )©(‏ 
ولا کان من السهل رؤية أن 0=() ۴=()'ع . فان 
f(x) — f(a) = g(x)— g(a) =0‏ 


وحد نتيجة مماثلة عندما 1 © و 2 >< . لذا فان (14)8-(2)) ایا كان 8 هن ] ع اي أن ۴ ذالة ثابتة . و 
۱ -- نظرية 
لتكن ۶ دالة حقيقية مستمرة على احال 1 ۰ وقابلة للاشتقاق في اي نقطه داحلية من 1 . عندئذ : 


(۱) إذاكان ۴)0<0 في اي نقطة داخلية من 1 . فان ۶ متزايدة في 1 . 


(۲) إذاكان 0 <(×) ۴ في اي نقطة داخلية من 1 . فان ۶ مترايدة تماما في 1 . 


البرهان 


)01 لنفترض ورك عنصربن من I‏ یت و > راز با ولنرمز ب E‏ لقصور f‏ على | ولاو ,6 ] . 
عندثد تكون ع مستمرة على [:#::] » وقابلة للاشتقاف على ]د[ . وبالتالي ٠‏ جك استنادا إلى نظر به 
الميمة الوسطی (۷,۲۳) > أن نة عددا © من ]××[ محيث يكون 

(6) ع (x) = (x, -x,)‏ 8 -(,۲) 8 
ولا كان من السهل رژية أن 0 < 19 = 3ع . فان 
0 > لا )ام - ) ,)8 = ( f(x, ) - (x,‏ 
الامر الذي ين صععة الشق (۱) من نظریتنا . 
اما الشق (۲) من هذه النظرية فیبرهن بصورة مائلة . م 


لنورد الان النظرية التالية العميمة الفائدة ۰ والتى نترك اثباتها للقارىء . 


المفاضلة 


۲ نظرية 
ليكن 1 الا . ولتكن +8 <-1:] دالة مستمرة ومترايدة ماما . عندئذ : 


(۱) إن (50 محال من النوع ذاته (أي أنه اذا كان المحال 1 مغلقا وحدودا . فان (1)1 محال مغلق محدود . 
واذاكان 1 لا مفتوحا فان ()۴ محال مفتوح . الخ ...) 


(۲) ,ان الدالة العكسية ۶۳ (الت بينا وجودها في (۱.۳۹۹۹۲) . مستمرة على (1)؟ 


(۳) اذاكانت ۶ قابلة للاشتقاق في نقطة داخلية ه من 1 . وكان 


2(0) ۴ . فان “۴ قابلة للاشتقاق في 
لنقطة (۵)؟ ( الت حب أن تكون نقطة داخلية في (۴)1 ) کب ان 


f-)' (f(a)) = 4 
(f) (f(0) = چم‎ 


هذا » ونجد نتائج ممائلة تتعلق بالدالة المتناقصة تماما . 


۲\4 الدعل الى التحليل الرياضي 


۳ س نظرية تايلور 


1 81۲710۲۰۶ 8 


8 ع5 ؛ ولنفترض الدالة ۲:5-8 قابلة للاشتقاق على احموعة 8 (احتواة بالطبع في 5 ) . فاذا 
كانت م×نقطة ما من 8 ۰ هن الطبيعي التساؤل عا ادا كانت الدالة © +ع : ۶ قابلة للاشتقاق في ,× . فاذا تم ذلك . 
فاننا نقول ان الدالة ۲ قابلة للاشتقاق مرتی في ٠×,‏ او ان للداله ۴ مشتقا من الرتبة الثانية في مد ٠‏ ونرمز لهذا الشتق ب 
POs Î i xe)‏ ای ویر لیگ 


ويتم تعريف المشتقات من مراتب أعلى من الثانية بصورة ممائلة . وإذا كانت ۴ قابلة للاشتقاق « مرة في النقطة 
۰ (أي اذا كان للدالة ۶ مشتق من المرتبة 8 )»فاننا نرمز لمشتقها من المرتبة 8 بالشکل 2-41 > او(ه<)6”0) او 


( ملز) 1۲*۱ . 


لتكن ۴ دالة حقيقية على الحال الفتوح 1 ۰ ولنفترض أن خذه الدالة مشتقا مستمرا من الرتبة معلل ] 


فإنها لا بد وأن تنتمي إلى الصف »© على 1 ۰ أياكان العدد K‏ الذي يحقق الشرط ‏ >۲. 


وعلى سبيل المثال . فان الدالة + ۴:۴ امحددة بالدستور 
(عندما 0<« ) ا 


{ = ۲ 
( عندما 0 > ) 0 


حيث 3 عدد طبيعي ماء تنتمي إلى الصف 0 على © ۰ ولا تتمي إلى لصف" على © . 


واذا كان للدالة © مشتقات م حممْ ال اب غلا 1 . قاتا تقول عتدئد ان تتتم اأ الصف ممع 
و 00 ت من جمیع الرانه عل ١‏ تقول 2 ننتمي إلى الصف ۰ على 
1 . ومن الواضح اه اذا کانت + عنصرا من *0) . فان مشتقات ؟ مستمرة جمیعا على 1 . 
وتشغل کثیرات الحدود مرکزا متمیزا بين الدوال الحقيقية على 8 . فاذا أخذنا كثير الحدود ,۳ على 8 احدد 
بالدستور 


P,„(x) = م2‎ + 3۷+... + 


حت العاملات Ap‏ ,< ۰ ۰و2 dor‏ اعداد ته 5 ا بری ان خا أي عص 1 وق ۳ كسب تکرار عمليي 
الجمع والضرب (العرفتین على الحقل ۴۸ ) عددا منیا من المرات . اما الدوال الاعم من كثيرات الحدود . فان حساب 
خيال نقطة وفقها يشكل مسالة ليست بهذه البساطة . فإذا تمكنا من انحاد كثير حدود بشکل تقريبا للدالة قرب نقطة ما . 


فانه بغدو عقدورنا عندئذ تشکیل جدول بعطي الق التقريبية ذه الدالة قرب هذه النقطة . 


وتوفر النظرية التالية (التى تشکل تعمما لنظرية القيمة الوسطی ) حلا هذه المسالة . 
۲ = نظرية تابلور (12107) 


اذا كانت ۶ دالة حقيقية قابلة للاشتقاق 8+1 مرة على الحال الفتوح 1 . وکان 8,6©1ءفهنالك عدد ع 
حصور بين ابة . نحيث یکون 
)مم =a)"‏ + رو)دمع “لقحط) f'(a)+...+‏ 0 
n:‏ 


(n+ | )! 


f(b) = f(a) + سح‎ 





البرهان 
لنفترض 0 >8 . ولنعرف العدد الحقيق ۸6 بالساواة 


f(b) (0 = a)* fix? (a ۷] )- ۲ 

جم ۲ +(8) ۷۱ 2 ۲۳ 

دقل ی ائات نظريتنا . ادا سنا وحود عیل‌د © ۳ : ت کول (cC) - M‏ (۰۱ ۲ )] 5 انا حذ مل احل هلا 
الداله المساعدة 8 عل 1 امحددة بالدستور : 


f(b} 4 f(x) + 2 )b-×(* f*2 (x J+ NM (b—x)" +‏ اعد g(x)‏ 
(n+)! 0‏ ۱ 1=« 
هن الواضح ان الدالة ج مستمرة على (2,0] . وقابلة للاشتقاق على ]3,6[ . وان ووي اي جد ای 
على نظرية رول (۷۰۲۲) . ان هنالك عددا © ينتمي ال ]3,5[ . یت یکول 0>(») چ . نلاحظ انه ابا كان × 
من ]3,8[ فان 
(x) = ۲) + 2] 2-5 6 6۲۰۱ (x ) e 8 M )-(‏ ع 


n! 


[1-(*) )1+ ميم 2-۲ ) _ 


n! 


لذا نجد آن ۸۸ = (ع) 500 . وبذا يتم المطلوب . » 


515 الدعل الى التمحليل الرياضي 


سمی كثير الحدود ٥,)×(‏ عل ۳ التالي 
(+A f(a +... 4 1529 1)*( ) (‏ = (6) بر 


كشر حدود تایلور من الدرجة 8 للدالة ۴ في النقطة 8 . نلاحظ فيا بتعلق بكثير حدود تابلور هذا أن 


pı(a) = f(a) + p(s = f(a), ... (8"")ض,‎ = f” (a) 


اي , آن (×)۴ و )۳۸ . ومشتقاب| ال 2 الأول تتطابق في 8 . لذا . يبدو من المعقول || توقع بان کثه ر حدود تابلور 
للدالة ؟ في النقطة 2 يصلح لأن كي ریا جد لد ۲ ف فق شرن بز« . والسؤال عا اذا كان (ط),م 
بشکا êl‏ حدا ل (00؟ عندما تکون 5 قربية من . فان الا جایه عله نس 0 عرفنا مقدار الباق ) R, „,(b,a‏ 


الذي هو 
f(b) - 0,)9( = 0-2-2 f+» )۵‏ = (0,۵) ,+ 


ذلك أن من الواضح بان (۵,, بمثل الخطأ المرتكب عند اعتبار (8) ,۳ تقرياً ل (۲0 


۳ _ مثال 


بمكننا باستعال الحدود غير الصفر ية الثلائة الأول من كثير حدود تابلور للدالة عله في النقطة 0 أن نبين بان 
sin(-) + 3‏ بخطأ لا يتجاوز 0.00002 . في الحقيقة»لدينا (مع ملاحظة أن الدالة هذه تنتمى إلى “© ) 





51] ۷ = 1 ٩19" Û = | 
sin" x = —sginx sin 0 = 0 
gint X = — 05 XK sin? 0 = - 1 
sin? Xx = Sin X sink? 0 ع‎ 0 
sin * = COS ۷ sin 0 = 1 
sini? Xx = - 10 X كنزو‎ 0 - 0 
لذا فا گھب × و کب‎ 
Pg(X) = xX ۳ بدا فان‎ 
P4) = 0.4943 وبالتالي يكون‎ 
17 
۲ 1 : 5 ) 1 ۳ 
7 5 ,0( = 1 (—-cosc) , اما البای فهو -0,2[ع»‎ 
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1 
الأ الذي بترنب علیه أن 2 > > | (0.) :8 | 


المفاضلة ۷ ۲ 


5ه التقارب النتظم والمفاضلة 


Uniform Convergence and Differentiation 


تکن ۸6۸ ,15,1 متوالية من الدوال الحقيقية على احال المفتوح 1 . ولنفترض أن دالة الذباية هذه المتوالية هي 
الدالة ۴ على 1 (أي أن ۶ تتقارب نقطيا على 1 من الدالة ۶ ) . لقد وجدنا في (۳۹.) أنه اذا کانت کل من 
الدوال م1 مستمرة على 1 . وكانت متواليتنا متقاربة بانتظام من الدالة ۴ على 1 . فان ۴ دالة مستمرة على 1 .ان 
هذه النتيجة تيب بنا لطرح السؤال التالي : إذا كانت متواليتنا متقاربة بانتظام من الدالة ۴ على 1 . وكانت کل من 
الدوال م؟ . قابلة للاشتقاق على 1 . ايا كان العدد الطبيعي 8 . فهل من الضروري ان تكون دالة النهاية ۶ قابلة 
للاشتقاق على 1 . سنورد امثلة تبين ان الاجابة عن هذا السوال تکون بالنفي . وقضلا عن ذلك . فسكرى ان ليس فا 
الضروري تقارب المتوالية ۷ :۲,۱ امن ۲ . بل ليس من الضروري ان تکون هذه المتوالية متقاربه على الا طلای, کا 


١٤ر۷‏ مثال 


لناخذ التوالية 8 ,(:]) . حيث ما دالة حقيقية ساحتا 8 -1 . وحددة بالدستور 86 30 - («),] . لا 
۱ 2 


كان 0 ج 1 > | 9 لک . فال متوالیتنا تتقارب بانتظام هن الداله الحققية 1 عل R‏ الغددة بالدستور 0= T(x)‏ . 
11 11 





ولا كان به وء = ۰۶,60 فان م ؟ قابلة للاشتقاق على ۸ . ابا كان 8 . وإذا لاحظنا أن (1',60 11۳١‏ غير موجودة . 


فإننا نرى أن المتوالية 20 ,1م14 ليست متقاربة على الاطلاق»رغم التقارب النتظم للمتوالية 1 ©ه,(م؟] من © . 


إن هذا المثال والتعليق السابق له بعکناننا من القولء بأنه إذاكانت ۸6۸ ,(ء؟) متقاربة بانتظام من ۴ على 
1[ . وكانت كل من الدوال ,؟ قابلة للاشتقاق على 1 . وكانت ,× نقطة مامن 1 . فليس من قروز ان تتحقق 
المساواة 
lim f'„(x) = (lim ),( (xo‏ 
وترد في هذا الصدد النظرية التالية . 


۳۱۸ المدخل الى التحليل الرباصي 


۲ نظرية 


لتکن 213 ,(,؟) متوالية من الدوال الحقيقية القابلة للاشتقای على الحال المفتوح ا . ولتفترض ان عة 
نقطة × من ا 5 من جل النولية العددية (x,)}, n€ N‏ متقاربة . لنفترض کذلك وجرد دالة 8؛ 


)۱( هنالك داله 1 تتقارب مسا المتوالية ۷ 11 3 ۱ 1 بانتظاء عل آط,[ 


(۲) ان الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على ]8,6[ وه- م , 


البرهان 


(1 لا کانت ((م۸/۶) متقاربه فرضا . فانه يترتب على (۳.۵۹) أنه يقابل العدد الوجب ± . عدد صحیع 
موجب :۱ . حیث انه ادا کان 10,0 عددین صحيحين موجبین خققان الثم طین ,۱ 12 وع <" . 
فإن 2 > |(م*)م؟ - (م*) م6 كذلك . لما كانت التوالية ۱۰۳۷ ۲) متقاربة بانتظام على ]8,6[ . فانه 
بقابل 3 سول د ا ح مو جب N"‏ يت ۳ ادا كان ,۲۳1 عد‌دن حح مو حن عفقال 


الشرطين ع" ۷ ۲12 ٩‏ ۷ < 11 فان 


6 لكت 0 0 
e‏ 3 دسج >0 - (x)‏ م ]| 


أب كان × من ]اة[ . سترمز ب یلا ز ,۳201 لیکن لان عنصرين من ]8,8[ . وليكن 12,8 
عددين صححين مو حن عفقان ال طن ۷۶ +2 و علخ < 10 . عندئد . ری أسعنادا إلى نظر به القمة الوسطى 
(۷۰۲۳) . آن عة عددا ۲ محضورابین 5:۲ . غیت يكين 

[ (0) ۲-۲( ۲۰ | رود = (۲,۷+(۷) +)-(۷),-() بب 


وبالتالي 35 عد ان 





fn (xX) 1 بر[ - (() بر‎ Al J گب گے | ر‎ 
| fn (X) — fa (X) - fn )۷ (+۲۸6۷ ( | > ۶ 7 5 


(8 * ( 
ويترتب عل هذه المتراجحة أن‎ 
lfm (x)—f, )<(| > | fm (x) — f, (xX) - 1+ (Xo) +1, (Xo) | + | fm (xo - fn (Xo) | > 


۴ ع 


A 
۵ج‎ ۳ 


E 
: 
نستنتج من هذا أن لمتوالية ( م11 متقاربة بانتظام على ام[ من دالة ۴ . وبذا يم بات الشق الأول من‎ 


لنظرية . 


الفاضلة ۳۱۹ 


(۲) ليكن © عنصراً من ]ط,ة[ ۰ ولنعرف التوالية 8(۷,(,ج/ والدالة س على ",12 کا یل : 


fa (x) 1, (ce) )×# © عندما‎ ( 
,م‎ = 4 2-6 
۲ ,)0( ) > © عندما‎ ( 


lim qn (x)‏ - ( )لبا 
وبما أن ۲,۵ = ۲,۸6۵ = ۱,0۵ ۰ فان مب مستمرة في > . وبالتالي فان الدوال مب جميعا 
مستمرة على ]3,8[ . 
تلاحظ كذلك أنه اذا كان علطا 2ه و علا < ۰۳ فائنا تیل 7 1 من 1- ]3,6[ ان 


| on (x) - ,م‎ (x) | = نوم‎ ٣” (xX) - f, (x) — fp, (c) +f, (c)| > 


(استنادا الى (۰۰)) ب 

کا أن 

اسشا 1 #4 کشت ûm )6( n ( ) f f E‏ | 
(استنادا إلى (+*) (c) | Tr‏ م #-(ء) م ]| = إ(ء),مي- 


اذن د أن ۷ , [مس!. متقاربة بانتظام على ]2:0[ . ولا كان التقارب المنتظم محفظ الاستمرار (۷.۱۳) . فان 
ب مستمرةعلى]3,6[ . وهذا يعنى آن 


lim w(x) = w(c) = lim wn )0( = lim ۲, (¢) = 9)ه‎ 


فاذا أضفنا الى هذا أنه عندما +× يكون 
imi) fe (E) _ _ 10:(-16(‏ = () نبا 


= © KX — © 


فا ننا نستنتج أن )10-1 — fx)‏ لد lim‏ موجودة ) وتساوي () . ادن د أن 1 قابله للاشتقاق و ی النقطة © > فان 


ج  -‏ 
)ع = f )c(‏ . ولا كان هذا یا ااه © من ]2,9[ . فال 8- #غل اة[ »> ويبذا نون ود أنحزنا اثبات 


۴۳ ملاحظة 
تينو ينا الاشارة إلى أن النظرية )۷,٤۲(‏ توفر الشروط الكافية لتقارب المتوالية (fn}, ne N‏ بانتظام»دون ان تكون 


هذه الشروط لازمه . فالثال الذي اوردئاه ف (۷,4۱)»بقدم متوالية ۱۷ ©2 ,(,؟) متقاربة بانتظام من دالة ۶ » دون ان 
تكون التوالية ۷( ,(,۲) متقاربة بانتظام“بل دون أن تکون المتوالية ع2 ,(م 15 متقارية آبدا . 


۳۳۰ الدعل الى التحليل الرياضي 


۵ -- الدواب الابتدائية 


Elementary Functions 


ورد في سياق محوئنا السابقة الدوال المثلثاتية كأمثلة تهدف إلى إيضاح بعض. النظريات . رغم أننا لم نعرّفها . 
و ا خواصها . وسنحاول الان معالحة الدوال الابتدائية الرئيسية في التحليل الرياضي . ٠‏ وهي الدوال الاسية 
واللوغاريتمية والمثلثانية والزائدية » استنادا الى نتانج البنود السابقة من هذا الفصل . ورعم ان تعر يش هذه الدوال يمكن 
ان ۳ م باشکال عدة > الا آنا احترنا تقد عها الاستعانة بالعادلات التفاضلية . ومن الک تعريف المعادلة التفاضلية بانب 
دالة ۴ ع R۸ ٣۰‏ : م محددة بالدستور 


EIFS‏ الواكلاى ...,() ۰ , () 6۳ ) ي 
وعلی سبیل الثال ٠‏ فادا كان 2 ۰7 وکانت الدالة ۳2-6:مب محددة بالدستور +× = (۲,۷,2)م . فان المعادلة 
لتفاضلية في هذه الحالة تغدو 0-(60+0 “التي تکتب عادة على الشکل 0- + لس . واذا كان ۰8-1 وکانت 
الدالة R۸٠*+‏ :م محددة بالدستور ۸-۷ = (لا,ا)ب. فان المعادلة التفاضلية هنا هى 1)2-0- (*) ۲ ٠‏ الى 


4 


ناخذ العادلة التفاضلية الأخيرة بوب للك . نقول عن الدالة۴ + 8 :© نبا حل للمعادلة و ۷ 
إذا كانت © قابلة للاشتقاق على »وغقق العادلة  ©)«(‏ () ۵ ایا کان × من ۸ . ونعرّف بصورة مائلة حل 
ا لمعادلة التفاضلة العامة . ان موضوع وجود حلول معادلة تفاضلية معينة 2 آمر يدرس بالتفصیل في مقر ر العادلات التفاضلمة . 
ولن نتطرق إليه في هذه العجالة . وفیا يتعلق بالعادلات التفاضلية الى سنوردها في بندنا هذا . فانه يبرهن على وجود حلول 
غير صفر به ها . الأمر الذي عکن التحقق منه بالر جوع ال اي کتاب في نظربة المعادلات التفاضلية . 


۰۱-- تعریف ( الدالة الأسية ) 
عرف الدالة الاسية . بأنها ذلك الحل ۴ + ۴ : ۵ للمعادلة التفاضلية 
(*) ر 


الذي شی الشرط [ = (۵)0. 


١ المفاضلة‎ 


سنبين الان ان حل هذه العادلة (الموجود ! ) ٠‏ والذي يحقق الشرط 1 = (۸)0 وحيد . لنفترض أن 0۰۷ حلان 
للمعادلة (۰) يحققان الشرط الوارد في التعريف . وليكن با م × . عندئذف تكون الدالة × قابلة للاشتقاق على 
© ء وشحقق المعادلة 240 -0) × . ایا کان × من ۸ : کا يكون0 - (0) #. سنبين الان ان 0 = ()2 ايا كان 
× من 6 . إن هذه الحقيقة تشكل حالة خاصة من النظرية التالية . 


۲ -- نظرية 


لتكن × دالة حقيقية ساحتا ۴ و قابلة للاشتقاق على ۸ . وتحقق العادلة التفاضلية )1 - 00 ١‏ انا 
كان × من ۴ . فاذا کان0 - ل) ۰۷ من أجل نقطة ما ء » فان0 = 0 أباكان × من ۴ 


البرهان 
لفترض مؤقتا أن ثمة نقطة ۵ . يث 42*0) × ٠‏ ولنزمز ب ۴ للدالة + م:م احددة بالدستور 
 )( × )20-«(‏ = (×)۴ . ان ؟ قابلة للاشتفای على © . كا ان 
f'() = - K(x) X (2d — x) + ۷۱ (x) ۷ (2d —x) = 0‏ 


لذا . فان الدالة ثابتة . الامر الذي بيترتب علیه ان 0 ((4)*) = (۴)۵ = (۴)۸ . وبوجه خاص» نجد ان انه 


۱ تنج من (۷.۵۲) أن العادلة (ء) تسن دالة اس وحيدة . سنمز ها د 6۲۴ : کا سترمز لقيمة هذه الداله 8 
النقطة × بالشکل ۵0۵0۵ ع اوت بر وريرة. 


بترتب مباشرة على تعریف الدالة الأسية بالعادلة التفاضلية ( + ) أن ده قابلة للاشتقاق من جميع المراتب على 
و ت 51 ۱ 05 ' و : ۱ 
R‏ . اي انها تنتمي ال الصف ۳ على ۴۸ (۷.۳۱) . وان «م*ة - qx (PX)‏ ايا کال × من 78 : وایا كان 


۳ -- نظرية 


ایا کان ×× من © ۰ فان 


exp(x, ( exp(x,) = exp(x, + ( 


۳۳۲ المدخل الى التحليل الرياضي 


المرهان 


لناخذ الدالة ۴+ 7:12 المحددة بالدستور 
"ا + X (x,) = exp(x,) exXP(x,) - exp(X,‏ 
بافتراض × عددا حقيقيا مثبتا ما . من الواضح أن × قابلة للاشتقاق على ۵ . وأن 
exp' (x) exp(x,) - exp'(x, + x,) = exp(x,) exP(x,) - ۵0), +X) = X (x)‏ = (,۷) ۷۲ 
فإذا اضفنا إلى ذلك أن0 = (0) ×. فاننا نجد اعتّادا على )۷,٥۲(‏ أن0 - (×)×. أباكان ,× من ۴ . ولا کان × 
عددا حقيقيا اختياريا . فاننا نستنتج صحة نظريتنا . » 
ج 1 


۶6 نتيحة 


يترتب عل النظرية (۷۰۵۳) ما لي : 
(١)ايا‏ كان العدد الحقيق × . فان 
exp(x)Jexp(— x) = exp(0) = [‏ 
(۲) ایا كانت الأعداد الحقيقية «×,...,× . فإننا ند باستخدام الاستقراء الرياضي) أن 
eXP(X,)... eXP(X, ( = eEXP(X, +... +X“)‏ 
ونجد بوجه خاص . أنه اذا کان × عددا حقيقيا . و 8 عددا طبیعیا ما . فان 


(expx)" = exp(nx) 
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نظرية 
)۱( اباتكان “ا من IR‏ . فال 0 .expXx>‏ 
(۲ ) الداله 640 متزايدة تماما في . 


۳۱( ایا کان × من 8 . فان 1+7 <×م×ء . والشرط اللازم والكائي کی تحل مساواة در محل <) هو 


ان یکون 1-0 . 
(۶) ان مدی الداله 6۴ هو ]م + ,0[. 


(۵) ال هه + - lim expX‏ ۰ 0 - 681۷ 11۳ . 
۱ 8 هه م هداع 


وه | اقب ]1 


الفاضلة ۳۲۳ 


الم هان 


لا كانت الدالة 68 . قابلة للاشتقاق على ۳ . فانها مستمرة على © . واستنادا الى (۷.۲) . نري انه لم 
كان 1+0 620 . فلا يمكن أن تاحذ ۴ القيمة 0 في ابة نقطة × من ۲2 وعا ان 128 ع 80 . فانه 
يترتب على نظرية القيمة المتوسطة )".١7١(‏ أن 0 < روت . ابا كان العدد اخمیق × ۰ ویدا بے اتبات (۱). 


أما (۲) فتنتج من النظرية (۷۰۲۹۱) . إذا لاحظنا أن 0 < 60۳00 = 6560© . وللتحقق من صحة الدعوى 
(۳) . نعرف الدالة ۴+ ۴:۴ المحددة بالدستور 1 -1- (×)مe×p‏ = («)/ . إن 1 دالة مستمرة وقابلة للاشتقای 
على ۴ . کا أن 1-(0(<۵00؟ . وعا أن م« متزايدة نماما في 8 . و 6۲۳01 . فإننا نستنتج أن 
0 >( . ابا كان العدد السالب & . وان 0< 0 اباکان العدد الموجب × . لذا . فاننا جد بالرجوع ثانية إلى 
النظرية (۷۰۲۹۱) أن ۲ متناقصه عاما في [0,»-[) ومتزايدة عاما ی امه +,0 ] . ولا کان ۴)0(=0 . فاننا نستنتج 
أن 0(<0 أياكان × من © . وأن الشرط اللازم والكاني کی تقوم مساواة بين الطرفین . هو أن یکون 0<. 
وبذا يتم إثبات (۳) . ۱ 


انتقل الآن ال بیان س (ع) . لا کانت الدالة ‏ فج مستمرة غل © ۰ فاننا نجد استناداً إلى النظریتین 
(كقلبة) و(۳,۷۵) آن مدی وه محال . وین الشق (۱) أن هذا ا محال محتوى ف ]هه +,0[ . نلاحظ ان فم 
الدالة × يكن أن تأخذ قیما كبيرة بقدر ما نشاء استنادا إلى الشق (۳) . كا أن قم هذه الدالة يمكن أن تاخذ قيا 
صغيرة موجبة بقدر ما نشاء . استنادا إلى الشق (۱) من (۷.۵4) ۰ الأمر الذي عل من مدق 608 مساویا ]هه +,0( 


اما النهاية الأولى في (ه) فتنتج مباشرة من (۳) ۰ في حين أن النهاية الثانية نانجة من (۱) ومن الشق (۱) للنتيجة 
( ۷:۵۶) . 


لنتتقل الآن إلى الدوال اللوغاريتمية . 


5- تعریف ( الدالة اللوغاریتمية ) 

تعرف الدالة اللوغاريتمية : الي نرهز ها ب 108 على انا الدالة العکسة للدالة »× . ولا كانت 68 
متزايدة عاما في ۸ (۷,۵۵) ۰ فان الدالة العكسية م1 موحودة (۱:۳۹۹۹۲). 
۷ -- نظر بة 


(۱) إن ساحة الدالة 108 هی ]هه +,0[؛ ومداها ۴ . و ۱81-0 


(۲) الدالة 108 متزايدة عاما في ]هه +,0[ 


۳ ال الى التحليل الرباضي 


(”) ان الدالة 108 قابلة للاشتمای على ]۰ + ,0( زا اله ابا کان العدد الموجب × > فان 


) - 1(*-۱ )1 - 1 ۱ 
x۳ 





23 : 2 ل‎ ۱ (n = 2,3,...) 
los) - L , doen - 


(6) أبا کان العدد الموجب * > فان 1-×>×عه1 : والشرط اللازم والكافي کی تحل مساواة بين الطرفين 
رل > هو أن ناس 


الرهان 


عا ان ساحة ومدى عم . هما ۴ و اه +,0[ على الترتيب (۷.۵۵) . فان ساحة ومدى الدالة العكسية 
log‏ . هما على الترتيب ]© + ,0[ و  )۱,۳۹۹۱(۳‏ ولا کان 001 . فان 1-0هم1 . وبذا بے اثبات .)١(‏ 


E 50 8‏ ی با “ 


اما کون الدالة ۴ + ]هه + ,108:[0 قابلة للاشتقاق في كل نقطة من ] © + ,10 . فناتج عن الشق (۳) من النظرية 
(۷۰۲۹۲) . الذي بقرر کذلك انه ابا كانت النقطة ۷ من ۴ . فان 


جلت ب log) (expy)‏ 
ey exp’ (y )‏ يوه 
فادا رمرّنا ل 6۷0۷ ب × »ولاحظنا أن exp')y( =expy‏ . فاننا ل أن -( (log)‏ « اي x)=‏ 2_8 


ويتم التوصل إلى الدستور الذي بعطي (lo‏ بالاستقراء . 


واما الشی (4) من نطر یتنا فینتج راسا من الشق (۳) في النظرية ( ۷.۵۵) . 


۸ نظرية 


ايا كان العددان الحقيقيان الوجبان «,,* . فان 


08 + ,108 = ( و6(,) 108 


الرهان 


ادا کان دلا = 10816 و ,لا = ,۱08 . فان ولا 60۳ = ولا ر ملام“ = ,× لذا لحد وفق (۷.۵۳) 


log (x,x, ( = log (exp y,.exPp وا‎ ( = log[ exp (y, + ولا‎ ) ] 


المفاضلة ۳۲۵ 


ولا كانت الدالتان 60۲ و و10 عكسيتين . فاننا نجد أن 


يع 108 + ,10816 = ۷+۷ = (:۱08),5. ® 


۹ -- نتبجة 


بيترتب على النظریه (۷,۵۸) ما بلي : 
(۱) أياكان العدد الحقيق الوجب × . فان 
logx+log(l/x) ۱۵81 = 0‏ 
(۲) أياكانت الأعداد الحقيقية الموجبة ,...,و,,* . فإننا نجد (باستخدام الاستقراء الرياضي) . 
م 108 + ۰.. + رخ 108 + ,۱۵8 = ( م . . .)1۵8 


ولخد بوجه خاص انه اذا کان × عددا حقيقيا ما . و 8 عددا طبيعيا . فان 


108)" ( = 7 


۱ -- تعریف (دالة القوة ) 


ليكن 2 عددا حقيقيا موجبا . تعرف دالة قوق 2 بأنها الدالة جم + © : ,, انحددة بالدستور 
f(x) = exp(x log a)‏ 
لنفترض × عددا عاديا ما . ولیکن < پر حیث 1۳,۸ عددین صحیحین(۳۶0). عندئذ تلاحظ ان 


(f,(x) (" = (exp ( log a) )" 


- exp(m loga). ))۷,٥٤(قفو‎ 
- (exp(log a) (” ) وفق(۷,۵۹)‎ ( 
- a” 


١ : ۱ ۱‏ 7 
وبالتالي » فاننا جد ان 4 = f) ( = ) 7 J)"‏ ) ( . ان هذا بيرر لنا ألرمز لدالة قوة ad‏ ۳ 2 . وهكذا . فاننا 





(۰) نفترض ف القارىء هنا معرفته للقوة أ للعدد * حث ۶ عدد موحب و 4 عدد عادي . 


۳۳۹ الدخل ال طیل قرياضي 


نعرف "2 على اغبا 


exp(x log a) (xE R)‏ = تج 
فاذا رمزنا للعدد 1 مع ب © . فان 0 < »کا يكون 
*ج << X‏ (] 6 
ونتركك للقاریء التحقق من ان 
۱ دم ۱و له 
3 *3 = ) 8ن 
. ۲ _-_ ملاحظة 
علینا عدم الخلط بين القوة × للعدد (الموجب) 2 . وهو قیمه دالة قوة 2 فى النقطة ۶ . اي "3 وبين القوة 4 
للعدد (الوجب) × وهي عدد نرمز له ب *#»ویعرف بالدستور التالي 
R*)‏ ع ۲ ) alogx)‏ )مقت - ۶ 
ستنتج سن هذا ان 
3 


۱ و . 58 0 
ا“ ٣۹‏ الس 3 ع اس || ¢ = ( »)اس 
exp(alogx) 1 2 ax‏ = ( 1 


سنورد الآن دالن جديدتين . تعرفان بدلالة الدالة الأسية رهما الدالتان الزائديتان . 
۳ تعر یف ( الدالتی الزائدیتن) 


نعف الحيب الزائدي وجيب الام لزائدي» اللذین نرمز لما على الترتیب 5 و 2 . على آنهما دالتان تحدّدان 
بالدستورين 


= ج ۱۳ > ۱ جع 1 


برت عل التعر یف (۷.۰۵۹۳) مباسر 5 ان ساحة كل من الدالتين sh‏ و ع هی 2 . وان الدالة ch‏ زوخصة“والدالة 
sh‏ فردية . وان لها مشتقات من جميع المراتب على ۴ (اي ابا تنتميان الى الصف ٤“‏ على ۴ ) . وان 


“sh x) = ch x و‎ 7 (ch x)=sh x 


امفاضلة ۷ 


بترب كذلك عل التعر یف (۱۷,۵۹۹۳) و(۷,۵۳) آنه ابا كان العددان اششان ,× x,‏ فان 
و12 513 ,6۳ + chx,‏ ,5۳2 = ( و + ,)5 
و ch(x, +x,) = chx, chx, + shx,‏ 


وبوجه خاص » فأبا کان العدد الحقيق × يكون 


ch’x—sh?x = 1 


نلاحظ أن الدالة طء متزايدة تماما ومداها 2 » وبالتالي فلها دالة عکسية . نرمز لها ب 58 هقة ساحتا ومداها ۴ . 
آما الدالة 8© . فليست كذلك ء الا أننا اذا أخذنا مقصور هذه الدالة على اس + ,0] ۰ فان هذا المقصور متزايد تماما في 

اه +:0] . وبالتالي فله دالة عكسية . سترمز لمقصور طهء عل ]هت +,0]ب > ولدالته العكسية 2© هعم . حيث 
يشير الحرف الكبير ۸ إلى أن ۸782 ليس بالدالة العكسية ل 8© بل لمقصور 1ء . ومن الواضح » أن ساحة 
Arg ch‏ امال ]© +:1] . ومداه | + ,0] . 


ونترك للقارىء التحقق من ان 


arg sh x = ۱۵8 ) :+ 722+1( , Argchx = 1۵8 ) (+۷۷۶ - 1 ( 


وان الدالة 58 همة قابلة للاشتقاق على ساحتها كلها . وأن الدالة طءق78ك قابلة للاشتقاق في كل نقطة من مداها 
باسخناء النقطة ۰1 وأن 


1 0 1 ۱ 0 
اح ااا يړ 0 د اده ي 


۷,١ 7‏ تعريف (الدوال المثلثاتية ) 
نعرف دالة الحيب » بأنها ذلك الحل ۴ - 8 : ۵ للمعادلة التفاضلية 
)2( 


الذي يحقق الشرطین 1 = (0) ۵ , 0 = (0)0 ۰ ونعرف دالة جيب الام » بانها مشتق دالة ایب . 


سنبین الآن أن حل العادلة (م) «الذي نقبل بوجوده) ۰ والذي يحقق الشرطین السابقین وحيد (الأمر الذي بترتب 
عليه بالطبع أن دالة جيب العام تتعين بصورة وحيدة بالشرطین ال ذکورین) . 


۲۲۸ الدخل الى التحليل الرياضي 


لنفترض آن ره 2 © حللان للمعادله (۰) 4 حممان الشرطين الواردین في التعر بف 1 ولیکن - ۵ - 2 بعندئد ‏ 


× من 2 . ولإثبات وحدانية حل المعادلة (ء) علينا البرهان بأن 0 = () × أياكان × من ۸ , الأمر الذي يُستخلص 
من النظرية التالية . 


۲ نظرية 


لتکن × دالة حقيقية ساحتها 8 > ها مشتق اول ومشتق ان عل ۰8 وتحقق العادلة التفاضلة 


0 = () +() "× ایا کان × من ۳ 0= (0) ۲ = (0) × , عندئذ ‏ لا بد أن یکون 0 - )۷ 


الرهان : 


لنأخذ الدالة الحقيقية ۶ '* +2« =۴ . من الواضح » أن ۴ قابلة للاشتقاق في كل نقطة × من ۸ ء وأن 
(x) = 0‏ 2 0 ۵-2 ۷ 2<)9 = 0) ۷ ۵ 22 + ) 00۷ 2 = 0)") 


وبالتالي » فان © محقق شروط النظرية (۰.)۷,۲۹ حيث 12۴ إذن 1 دالة ثابتة . ولا كان 160(<0 فان 
f(x)=0‏ ۰ آبا کان × من 4 . ولا كان المقداران2( (x)‏ ۷ ) و( () ) حقیقیین وغ سای فان 0 = ۳۷ ایا کان 
× من ۰.5 . 


تدل هذه النظرية على أن (۷,۵۹۵) یعرف دالة جيب . ودالة جيب تمام بشکل وحید » وسنرمز لما ب 
مذو و ده على التواللي . 


1 + + نتائج 


بكرب مباشرة على التعر بف ( ٥۹٥‏ ,۷( ان سانجا الدالة 518 هي R‏ و 5180-20 ع وأن× 5مه = (× ہنی سك 
ایا كال × من 18 . ولابحاد مشتق الدالة 5مه (البى ساحتها 8 آبضا) نلاحظ أن 


(cos) ۳ ۵ Ssinx)] = (و«ماء) رق‎ = = - 1 


¢ 


وفك من ترش الدالة صنو بالمعادلة (م) . وین الدستوران هذان » أن لكل من الدالتين هلوقم مشتقات من 
جميع المراتب » (أي أنهما تنتميان إلى عم على ۸) . 


الفاضلة ۲۳۹ 
4 نظرية 
الدالة 518 فردية . والدالة 05© زوجية . 


الرهان 


يد 


لنعرف الدالة © + ۸ : × المحددة بالدستور(- )518 + 518۷ = () ۷ عندئذ يكور 
cos —X) ۲ ۲ (x) - - 5127-5110 -×( = = 2 )*(‏ - ؤم = xX" (x)‏ 


فاد اضفنا الى المعادلة 0 - "۰ الناجة 0 = (0)' × = (0) و حدنا آن 0 = X(x)‏ اا كان × من 8 
( ۷۰۹۹۲ ) . الامر الذي بنتج عد آیضا آن0 e‏ تن اکن به عن 8 ۽ مهو للطلیب:. ه 


۵۹ -- نظر ية 


ابا كان الهددان الحقيقيان xX,‏ فاد 
د" COS X, SIN‏ + يلا COS‏ ,لا 51۳ X,)‏ + () زو 
د“ 5111 Sin X,‏ - يلا COS X, COS‏ = ( يلا + ,ع ) ومح 
وبوجه حاص . فایا كان العدد الحقيق × . فإن 
cos?x + 510 * = |‏ 


(الامر الذي ينتج عنه ان مدى كل من sin‏ و 5 هو [1 +,1-] ) , 
البرهان 


انا یذ الدالة © ع © : ۲ احددة بالدستور 
 )۷,( = 51۳), + x) - 5110 ۷, 05 x ¬ 605 xX, Sin X;‏ 
بافت اضی × اي عدد حقيق مثبت . عندئذ يكون 
1۵ ,519 + يز 605 ,005۷ - ( رن + '(x,) = COS(X,‏ ۷۲ 
(xX, (‏ # - = لا 5111 (xı) = —sin(x, +x,J+sinx, COSX, + 605 X,‏ ۷ 
فاد احظا فضلا عن ذلك ان 0 = (0) × = (0) ×. فانه بيترتب على النظربه (945ه فد ان0 - (,×)×. ایا کان ,× 
با 5 : الأمر الذي بنتح عنه اشا ان0 < (,۷)" ۷ . ایا کان × من 8 . ولا كان و۷ اي ی . فاننا نکون قد 


ا١‎ “| 


متا السا واه ین الأولين ی ن النظر به آنا المساواة الأخيرة في نص النظر به فنك التحمقی میا للقاری 


۲۳۳۰ الدخل الى التحلیل الرياضي 
سنورد الان نظرية هامة دون برهان . 
۱ -- نظرية : 
بوجد عدد حقيق موجب ؛ نرمز له ب 7 تصح معه الدعاوی التالية : 
(۱) ایا کان العدد الحقيق × . فان 


sin )+-( - 05 ۲ )وم‎ +5 ( = 1 


الله ان كلا من 5 , sin‏ داله دوربه دورها 27 ۽ وهدا بعي أن 27۲ هو اصغر عدد موجب محفق 
المساواتين 


sin(x + r) = ۷ ومح و‎ ) + Zr) = 05 7 


أبا كان العدد الحفيق x‏ . 


» الدالة 818 مدائدة تماما 14 + . ك ومتتاقصة تماما فى اهر 5 . 
)۳( ترايدة عام از ,سحب وباس E‏ اي eg‏ 
٩1۳0 = ۷0 - 5 5)‏ , ( 3 )مذو [= بح ( sin)‏ و1[ ع صا 


(ه) الدالة 60۶ مترايدة تماما في [5,0-] »> ومتناقصة تماما في [0,7] 


)1( (-2- )وم =0 اس cost)‏ , (5- )۵06 = 1- = 0575© , 1 = 0050 


(۷) إن لكل من الدالتین 518,605 » ومقصور ”اء على [ 3 -] ۰ ومقصور 0۶ على [0,5] 
مدی واحدا هو [1,1- ] , 


ان الدالة «ذء ليست متباينة » وبالتالي ليس ها دالة عكسية . بيد أنه » اذا أخذنا مقصور هذه الدالة على محال 
تكون فيه متزايدة تماما أو متناقصة تماما ۰ فان المقصور هذا له دالة عكسية . ولااكانت "اء متزايدة تماما في 
٠ ]-2-:2-[‏ فإننا ناخذ مقصور دنه على [-5,-2-] ٠‏ الذي نرمز له ب هف5( 5 حرف كبير) » وسنرمز للدالة 
العكسية لهذه الدالة ب «اوءعة . وین الشق (۷) من النظربه السابقة بان ساحه ۸58 هی [1,1-]ء ومداها 
[ -] . واستنادا ال (۷,۲۹۲)ءنری أن الدالة عنهء‌ته۸ مستمرة ومترايدة تماما على [1:1-] ۰ كا انها قابلة 


الفاضلة ۲۳۱ 


للاشتقاق في کل نقطة × من ]1-1,1 ۰ ومشتقها بعطی بالدستور 


(Arcsin) (siny) لك‎ 
COS ۷ 


فاذا رمزنا ب ۷ ل رصنو » فان 77-5 = ۰609 ونجد جالتالي أن: 





(1 >5 >1-) ملسن - Arcsin x)‏ 3 
هذا » ونجد نتائج مائلة تتعلق بالدالة عم . فاذا أخذنا احال [*,0] . الذي تتزايد فيه الدالة وه تماما 
فاننا نرمز لمقصور 05© على [0,2]) ب 005 ( © حرف کبیر) : كا نرمز للدالة العكسية ب ۸۵۲۰۵5 . ومن السهل 
التحقق بان ساحه 605 تھ هی [1:1- ]ء ومداها [0:۳] ۰ وان 5 ۸۶6 مستمرة ومتزايدة عاما على [1,1-] ۰ 
وأنها قابلة للاشتقاق في کل نقطة من ]1,1-[ .۰ ومشتقها بعطی بالدستور 


5 0 
سح = 051 عرف )اد ۰ 
x2‏ — 1 ۷ ) ۳۹ 


هذا ۽ ونتزلك للقاریء التحقق من انه ابا کان 5 من [1,1-] + فان 


. Arcsinx + ۸۸۲۳۵۵6 = 3 


وسر اخخيرأ الى ان خواص الدوال 


sin 
مگ س اف ن دن و‎ 
205 sin 205 s1n 


تنتج من خواص الدالتين 518,605 . إلا اننا لن ندخل ي التفاصيل . 


۲۳۲ اللدضل ال الال اراي 
عارین 


سنفترض في التمارین التالية جميعاً أن الدوال الواردة فیها . هي دوال حقيقية لتغیر حقيقى ما لم 
تنص على خلاف ذلك . 
المشتق 


(۱-۷) 
لتكن Bı ۰ Ba‏ « وا درا اربع دوال قابلة للاشتقاى على abl‏ . ولنعرف الدالة ۳ بالعین ایح التاني ۱ 


f,(x) f(x) 


= (2)ص 
(3)ي8 ().ع 
)١(‏ بين أن © قابلة للاشتقاق على ]3,8[ . وأن 
f(x)‏ («),؟ 0 0)0 
+ ا = () ب 
|[ 87:00 (), 8 ()ر8 2,(x)‏ 


(۲) هل عکنك التوصل الى تعمی هذه النتيجة على دالة محددة بمعين من الرتبة 8 ۲ 


)۲--۷( 

نقول عن دالة 41 ساحنها 5 انبا فردية : اذا حمق الشرطان التالیان : 
(۱) س اذا کان 65× . فان 5- (۲) ب أن يكون (10- = (-)1. ابا كان * من 5 . ونقول عن ۴ انها 
زوجية . اذا حمق الشرطان التالیان :  )١(‏ ادا کان 65 , فان 265-. (۲) - أن يكون (102 >( -)1 . ابا 
كان × من 5 . برهن أنه إذاكانت ۴ فردية ‏ فان "۶ زوجية » وأنه إذاكانت ؟ زوجية . فإن ۴ فردية . هل من 
المکن أن تکون ۶ فردية أو زوجية عندما تكون ۴ لا فردية ولا زوجية ۲ 


۲-۷ ) 
نقول عن داله 1 . ساحها 5 اغبا دور یه . ادا محقق الشر طان التاليان : 
)۱( أن بوذ عدد حقیق 1( يدعى دور ! )ء نحيث انه ادا كان 265 : فان ۸+۸5 و ۸65-. 
(۲) أن یکون (۸ +1 = 0« . أيا كان × من 5 . برهن أنه إذا كانت للمشتق‌دورية . فان "۶ دورية 
کذلك . واذا كان دور ] هو ۸ + فيل من الضروري ان يكين ۸ دورا للمشتق ؟ کذلك » 


الفاخله ۳۳۳۳ 


(۷- 6) 
ادا کان ۸+ 5 = IX)‏ حت ۸ عدد حقیق ما 1 وكانت 8 دالة حققة ساحا R‏ 3 حت 1 = «fog‏ 


فرهن عند ید ان 3 داله دوربه ۲ 


(۵-۷) 
ليكن » عددا حقيقيا غير صفري . بين أن الشرط اللازم والكافي كي يوجد للدالة 4ه مشتق في النقطة ,»× . 
هو أن بوجد للدالة 1 مشتق ي 2 


([۲۰-۷) 
أورد دالة 4 غير قابلة للاشتقاق في نقطة »× من ساحتها » في حين تقبل الدالة ۶۶ مشتقاً في هذه النقطة . 


(۷-۷) 
اورد دالة مستمرة على ۴ ۰ وغير قابلة للاشتقاق على مجموعة جزئية غير منتية من ۴ . 


(۸-۷) 
برهن على صحه نظرية لایینتر zنصطنم1‏ التالية : اذا کانت ع,] دالتين قابلتین للاشتقاق 8 مرة في النقطة 


۰ فان 48 قابلة للاشتقاق 8 مرة في م ویکون 


)18(۲« (x) = 2 )۷(6۱ (x) 80*۱ (xo) 


0 س4 


n! ۰ 
59 ` k!(n-b! نت‎ 


)٩-۱۷( 
فان‎ ٠ 1 لتكن ۶ دالة على محال مفتوح 1 ,برهن أنه اذا كانت ۶ قابلة للاشتقاق في النقطة مد من‎ 





اورد معلا معاکسا بن ان الا 





قل تكون مو حودة دون أن تکون ۴ قابله للاشتمای ٤‏ ¥ 


)(٠١ 0‏ 
نقول عن دالة 4 ساحتا ]ط,ة[ =1 ۰ انها تحقق شرط ليبشتز افطءوم1.1 في النقطة غ من 1 . اذا وجد 
عدد حفيق موجب ۷ ۰ ووجد جوار ۱8,۵ . محیث ان 


# 2۷) ۶, 4( > |f(xX) -1)4( | > ۱۷۱-۶ 


برهن أنه اذا كان الشتق (ع)۲ موجودا . فان ۴ محقق شرط لیبشتز ی + . 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق 


( ۷--۷۲۱) 
بين أن دستور نظرية القيمة الوسطی (۷:۲۳) عکن أن يكتب عل الشکل 


Cath) - ))*( - و+ین/‎ h) )0> 6 <1) 


عين © کداله ل ط,* في الحالتين التاليتين . 
(û) fJ - ۵‏ ی خخ« ۲66۱ (i)‏ 


ادا افترضنا #0 فاو جد في كل من هاتين اطالتین 6 زا 
۳-0 


)٩۲ -۷(‏ 
لتكن ۶ دالة قابلة للاشتقاق على احال الفتوح 1 ٠‏ ولنفترض أن النهابة (۶6 ”زا موجودة في نقطة مد من 
1 . بين ان قيمة هذه الباية »> لا بد وان تکون 1 


(۷-+ ۷۳) : 
تكن 1 داله مستمرة على احال الفتوح 1 وقابلة للاشتقاق على 1 ۰ ربا باستثناء النقطة × من 1 . فاذا 
کات النبابة lim f (x)‏ مو حودة وساوي 2 ¢ فين أن cf (xo)‏ ۱ یل وان تکون مي حوده وساوي 8 , 


(۷-- ۷8 ۲ 
لنفترضص ان ۴ دالة مستمرة على [0,1] > وان 1)0(<0 . وأن ۴ قابله للاشتقاق في کل نقطة من 
10:11 . برهن على أنه إذاكانت ۴ دالة متزايدة في ]0:1[ ۰ فلا بد أن تكون كذلك الدالة 8 احددة بالمعادلة 


. (= 


المفاضلة ۳۳۵ 


(۷- ۷۱۵) ۱ 
لتکن ۶ دالة قابلة لاشتقاق على ]12:0 ولتکن ]0,ه[> ,× . لنورد الشرط التالي : يقابل کل عدد موجب 
3 كرة معتوحه )0 N(Xo‏ ۽ ضیف قطرها 0 ۳ 3 فقط دول دک ٠‏ یت انه , اذا كان 0 ,)2 ۷ غ٠‏ فال 


f (x) — f ملا)‎ ( 58 ۲ (x) |<< 
۸ = و‎ 


برهن أنه إذا تحقق هذا الشرط على جميع نقاط ]اه[ . فلا بد ان تكون ۴ مستمرة على ]8,6! 


5 15) 
لتكن ۴ دالة ساحتا 8 تحقق الشرط 2(-*) > |( - ۱100 آیا كان العددان الحقيقيان [,* . 


سس ان ۲ داله ثابته . 


(۷- ۱۷) 
اذا کانت م8,.. ...20,8 اعدادا حقيقية ترتبط فيا ينبا بالعلاقة 





e + مج‎ = Û 
n+l n 2 


فثمة نقطة (واحدة على الأقل) × تنتمي إلى 1 . میت يكون 


aX" + ۵,۳ “+... +۳ an, رX‎ dn = 0 


(IA — ¥)‏ 
لتكن ؛ دالة قابلة للاشتقاق من الر تبة الثانية على ]اه[ . استخدم قاعدة لوبيتال لاثيات أن : 


ل 





!))*+ (ط‎ -21 XxX + ] ) - 0 ( 


]1 11 - lim 
۳ هم‎ hi 


۳۳۹ المدخيل الى التحلیل الرياضي 


نظرية تايلور 


¥ 
۱ نو داله حقيقية قابلة للاشتقاق 7+1 مرة على امال الفتوح 1 » ولتکن طبع نقطتين من ] . لنفترض 
٠ ۷‏ © دالتين مستمرتين على [8,5] ۰ وقابلتين للاشتقاق على ]3,5[ . ولنفترض انه ايا كان لاب من 
2:7[ »> حيث  2>۷>*‏ فان آلعین (احدد) 
| () ابا (9) © 
#0 
%(x) (x)‏ 


(۱) برهن أنه ادا كانت ۲ دالة مستمرة على [3,5] ) حيث ط>* >3 ) وقابلة للاشتقاق على 
]2:۷[ ۽ یه عدد © من 2:2[ يت يكون المعين 


| F' (o مه‎ ۲ 0۵ | 
F(a @(a ۷۲ )۵( = 0 
F(x) 2)«( ¥(x) 


(۲) لناخذ من أجل اءحيث 6169 . الدالة 
عنعن F(0 - fO-— FED‏ 
Kk!‏ هم 


أ ۴ مستمرة على [2:۳] » وقابلة للاشتقاق على ]مه[ . وأن 
F(t) X=) ۲۰۰۸ (t)‏ 
11 


اث بعد ذلك أن ع عددا © من ]12 ۰ مخت بکون 
(a)‏ با ()© ۰ 





Ne‏ سس باس رک 
n!‏ 


(ع) "با )© 


( *) با )© 


الفاضلة ۳۳۷ 


(۳) ادا رمزنا للطرف الاکن من الساواة لاور د (۲,۵) 8R:‏ (الذي سمی بالباي) ؛ فاثیت ت أنه جد الدساتیر 
التالية ل ,(,×),+,۸ في حدود اختيارات مناسبة للدالتین ۷ ,۵ . 





( 9 - 9 م _ وی 


0 يساس ام و۳ 5 


وذلك اذاكان 00۶0 ۰ أياكان ۲ من ]3.5[) 
(يسمى هذا المقدار باق شلوميلك ءان561۵ . اختر هنا بن أي دالة ثابتة غير صفرية) . 


4 ما سدع لگ موه 


(یسمی هذا القدار باق روش 30606 . اختر هنا في () *(1-) ۵00 حيث 1+ > > 1). 


f‘"* (cC) 


(n+D! (x - a)" + )3> > x) (ج)‎ 


(x,a) =‏ ,, بر 





نظر بة تابلور (YT)‏ . صح هنا 1+ =n‏ 8 ي (ب)). 


(c)‏ مم 


709 ۶ = 2 (x-a)(x-—c)" (a<c< x) (د)‎ 





(يسمى هذا المقدار › باي کوشی Cauchy‏ . احتر هنا في (ب) (p=l‏ 


(۲۰-۷) 
بين أن كثير حدود تابلور من الدرجة الثالثة للدالة 818 في النقطة .۳ هو 


3 ای .۲۰ 
(x -‏ فب سم - )7 حك وك کی ون 


تحقق من أن الخطأ المرتكب عند اعتبار هذا القدار تقريباً للدالة صنو لا بتجاوز 


3 





عه 
4 
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۲۳۸ المدخل الى التحليل الرياضي 
التقارس لتقام والمفاضلة 
( ۷ - ۲۱) 
لتكن ١6١‏ ,(«) » متوالية من الدوال القابلة للاشتقاق عل احال ]0,1[ ۰ حيث 8 = («),) 
01 نين أن المتوالية لا( « ,(, ۲) تتعارب بانتظام من داله ع على ]0,1[ 
(۲) اثبت أن المتوالية ۸6۸ ,(ء؟) ليست متقاربة . 


(۳) هل عدم تقارب المتوالية 6۷ ,«۴) بتناقض والنظرية (۲٤,۷)؟‏ إدعم إجابتك بالمبررات الضرورية . 





(۷ س ۲۲) 
لناحذ متوالية الدوال ۸6۸ ,(,؟) الحقيقية على © ۰ حيث يعطى ,7 بالدستور سکس = 5,09 . 
NX‏ 
ولتكن ؟ الدالة الثابتة احددة بالدستور 5060-0 . أياكان × من 8 . برهن أن متواليتنا تتقارب بانتظام من الدالة 
۶ على ۴ . وان 
lim f , (0)‏ ع (0) ۲ 
( ۳۳-۷ ) 
لنأحذ متوالية الدوال ۷( ,(,۶) الحقيقية على ۰ حيث بعطی .۶ بالدستور 
شخ د () f,‏ 
nx?‏ + | 


)۱( اوجد داله الباية ۴ للمتواليه ازع« ,(,۲) ۰ ودالة النهاية ع للمتوالية 06(۷(,) . 


(۲) بسن أن الدالة (×) 4 موجودة أبا كان × ۰ وان (0)ع = (0) ۲ . ما هي قم x‏ الي يكون عندها 
()م 700 ۰ . 


)۳( م هي احالات الخزئية ۷ R‏ « الي تتفارات علا 6۷ , (م]) من 3 بانتظام ¢ 


)٤(‏ ما هي الحالات الحزئية من ۴ . التي تتقارب عليها ۸6۸ ,1م ؟) من ع بانتظام ؟ 


المفاضلة ۳۳۹ 


الدوال الابتدائية 


(۲٤4 -۷( 


اوجد الشتق من الرتبة 8 لكل من الدوال الانية : التي قيمها في النقطة × تعطی بالدساتير التالية : 


(i) e” cos 2x (iv ) x? sin 3x (vil ( x? log x 
(ii) وم‎ x م دير (ن)‎ (viii) ۳ 

wee A ۳ 1 (ix) )۱+( ( e2 
و اس‎ aT 


)۲۵ ۷ ( 
برهن أن‎ 
۾ اج‎ 6056 cos (x sin a) [ ر‎ cos (xX sin a + na ( 
X 
) ۲۲۲-۷ ( 
tan = اعد الدالة اة ةة‎ 
COS د‎ 


(۱) سن ان بانج 0 ۽ هي الجموعة (2,..۰ ,1 و( = Jr, n‏ جم) ۳:۲ 
20 اتيك أن فا LENS‏ فور كوه > 
(۳) برهن أن للدالة هه مشتقات من جميع المراتب في كل نقطة من ساحتها . وأن 
tan x)= 06‏ 0 
dx‏ 


ری برهن أنه حيث تكون (ط+8) صما , ط ها , 2 "ها موجودة › فان 


(۵) بين ان هه متزايدة تماما في ا[ 


(5) إذا رمزنا ب ۳۵۳ لمقصور مها على ]-5, -3- [ ؛ فان مدى كل من 180 و سه يساوي 85 . 


1 المدخل الى التحلیل الرياضي 


(۷) إذا رمزنا للدالة العکسية ل 788 بههاه‌ته ‏ فاثبت أنه أياكان × من ۸ . فان 


5 سب‎ 
1 +x 


(Arc مم‎ x)= 
ما هي قم زر الى يكون من اجلها‎ )۸( 


Arc tan x + Are tan y = Are tan (î ) 


ای 


۷ 0 تا ال‎ GFE 
1 3 0 2 1 ۳3 a E1 


القصل الام 


۳ ٣“ 1 ا‎ 2 12 


المكاملة 


Integration 


ذكرنا في الفصل السابق أن عل تفاضل رزإل الوجود عند جرا تعبین میل الاس أنحن ‏ القعلة منه . وقد 

وجدنا وقتتذ ان حل هذه السالة ثم باستئار مفهوم النهاية»الذي أفردنا له الفصل الرابع من هذا الکتاب. اما شوه عل 

التكامل » فقد حدث عند التصدي لسالة هندسية آخری . ألا وهي حساب مساحة الرقعة المستوية الوجودة تحت بيان 

دالة . ورغم أن هذا ' بين أن المفاضلة والمكاملة مسألتان مختلفتان تماما ٠‏ إلا أننا سنرى أن ية رباطا وثيقا فما بينهما + يق 
بمكننا القول بشكل غير دقيق بان المفاضلة والمكاملة عمليتان متعاكستان . 


وتعدر , ااا 1 لى أن تعریفنا للمكاملة في هذا الفصل سيكون ذا صبغة تحليلية صرفة » ولن | ينطلق من المفهوم 
افندسي الذي اوردناه . والذي بحد من إمكان تطوير علم التكامل,ويجعل تطبيقاته مقصورة على محالات ضيقة ومحدودة . 
. كذلك . فان فكرة التكامل استعملت في بادىء الامر دون تحديد تلك الدوال الى تصیح للمکاملة ۰ وف الحقيقةءفان 
مفهوم الدالة تفسها لم يكن محددا تماما . ويعزى الفضل في أول تعريف دقيق للتكامل إلى الرياضي الاماني الكبير رعان 
Riemann‏ في أواخر القرن التاسع عشر. ورغم هذا . فان تعریفنا لتكامل رعان يختلف عن ذاك ٠‏ الذي حاد به 
رعان ء الا أنه مکایفیء له . و بعود ال داريو <اناهط:123 . وهنالك نظريات أخرى ٠‏ تعطی تکاملات لأغاط أخرى من 
الدوال . کنظرية تکامل ستیلجس عهزالءنل5 . ونظرية تکامل لو بيلك 16۳60806 ۰ وسنمیز تکاملنا عن التکاملات 
الأخرى بتسميته تكامل رمان س داربو او اختصاراءتکامل رعان . 


هذا » وسنفترض أن الدوال المدرجة جميعاً في هذا الفصل دوال حقيقية للمتغير الحقيقءما لم ننص على حلاف 
دلك . 


۳:۱ 


۳:۲ الدخل الى التحليل الرياضي 


The Riemann Integral 


ليكن ([2,0] الا مغلا محدودا . نقول عن ۶ انا تجرئة ل (2,0] . اذا كانت ۳ محموعة منتبية من 
نقاط [0.ع) تحوي النقطتين ,هة . ولا كانت كل محموعة منتبية من الأعداد الحقيقية يمك ترتيبها تصاعدياً . فان 
التجزئة ۴ المؤلفة من 2+1 من النقاط م*,. . .,,*,ولا؛ يمكن اعتبارها مرتبة بالشكل 8 = ,۲ > ... >,> م« - 8 . 
وهکذا . فان الل 2 ل [ابع] هی انحموعة وات ع . حیث العناصر ا مرتبة بالشکل السابق . 
وعندئد . بسمی اتحال بح بت با محال" جزئبا 1 للتجرئة م ..حيث <1,8> عا ت تسیز الرمز 
<1,8> للدلالة على احموعة (1:2:۰.۰:۳) ). وسنضع «سهلا- هذ = |یل|. 


وإذا كانت "۳,۳ تجزئتين ل [مع] . فاننا نقول إن "۳ تفتيت ل ۴ إذاكان ۳ ۳2 . وعلى سیا 
لمثال . فإن (2,1, مب 10,4 تفتيت للتجزئة [1, 10,2 للمجال [0,1] . وسنرمز لمجموعة كل تجزئات 


[طبة]) بالرمز [6,ة]2 . رنه : يكون 1 ع[1, 2 04 ۱ تكن 8+ [2,9]:] داله محدودة (١؟.")‏ 


۲۵ | 


و۴ تجزئة ل [,2] . فاذا رمزنا ب )غ3 , )844 للمقدارین 
m,(f) = inf{f(x):xe€ lL }‏ و M, (f) = sup{f(x):xEl,}‏ 
ایا كان ۷ من <1,8> . فاننا ۱ نسمي العددين | على التوالي 


U(f,P)= ع‎ ۱۷, | 
k= ل‎ 


L(fP)= 2 ۵ (۱ 


k= J 


مجموعي ربمان (۰) الأعلى والأدنى للدالة ۴ بالنسبة للتجزئة 8 


من الواضح . أنه أياكان ) من <ه,1> . فان M,)9‏ > ۳۸/9 ۰ وبالتالي فان (5,5)نا > (۰1۲,۴ 


1 ) بطلق احیانا على شل نز احموعین , موي دار بو الغا لى والادنی للز اله ۴ »ذلك ال دا وبوعو ول هد غرفها . 


وتنظم النظرية التالية العلاقات التى تربط بين حموعی ريمان الأعلى والأدنى بالنسبة لتتجزثتين محتلفتن ل [8,5] . 


۲ نظرية 
ل 
كك 8۲ - [2,0]:] دالة مخدودة . ولتفترض ان ۳,۳۳ زئتین ل [طبة] خیث يكون ۳۰ تفتیتا ل ۳ . 


U(f,P') «< U(f,P) 01) 


L(f,P')> L(f,P) (۲) 


الرهان 


لنفترض ان التفتت ۳ للتحز له مد ۰ Xox‏ = ۴ الحوى نقطة اضافيه واحدة © . ولنفترضص مثاذ ال 


> > لا . حیث 1 عند اما من ج . فاذا افترضنا الآن أن 


۱۷۲ = sup{ f(x) : 6], ,,c]} ۳ ۱۷" = sup{f(x):xe [c,x,]} 


فاننا نرى ان ,۷1 > ۲۳ و 21,9 > ۷۲ . ويترتب على هذا ان 
1 |(؟) ,للا < (ع- ,)۱۷۲۲+( را-ع) ۷۲ 


اذن 
۳ 


U(f,P’) > 3 M, ))(۱ 1 |+ M,(f)(c—x,_,) + M, )]( (x, - 0۱ 
ادع‎ 


+ A. Mr, ۱ 


چا = ۲ 


U(f,P)‏ 3-5 | 1 | إن سس 


k= [‏ 
القرکی ان ان BK Rr A . Fa PU}‏ اقول هة 
PU {C.-C |‏ = ۴۱ . من الواضح ان ”صم حي ی PFC‏ ۳۹۳۶۶ ون كلا من هیده التجزئات 
توي نقطة إضافية واحدة . إذا ما قورنت بالتجة السابقة لها . لذا ند استنادا إلى ما تقدم أن 
(- ”لط ,1)نا > (2200,])نا = U(f,P’)‏ 
(2- ")8 ,])لا > 


رتیت 2 


15 المدخل ال التحليل الرياضي 


> ۱! )],۳۱( ) 
> U(f,P) 


وبذا يتم إثبات التراجحة (۱) . آما المتراجحة (۲) فيتم إثباتها بصورة ممائلة . ى 


۳ - نظرية 


لتکن ۳۴ [2,0]: دالة محدودة . ولتکن ,۳ , ,۴ اي تجزئتین ([ط,ة] . عندئذ . لا بد أن یکون 
U(f,P,)‏ > (1)6:۳ 


البرهان 
إذا رمزنا ل ,۳ دا,۳ ب ۴ . فإن8 عرط م 8 عي,ظ. وبالتالی نجد استنادا إلى (۸.۱۲) أن : 
U(f,P;)‏ > (ط,ك)نآ و (۱)6:۳,(>1/:۳ 


ولا كنا قد رأينا في (۸.۱۱) أن (1)۴,۴۶ >  16:۳(‏ فان النظرية صحيحة . ه 


15 نتبجة 


بترتب على النظر ية (۸:۱۳) انه . اذا كانت +8 + [6,ة]:1 داله محدودة وكان 
m = inf{f(x):xe ] 2,9 [1‏ 0 (زطرة ]| M - sup{f(x):xe‏ 
فال 
m(b—a) > L(f,P, ) > U(f,P,) > M(b —a) (*(‏ 


وذلك ابا كانت التجرئتان ۴١,۴:‏ ل [9,ع]. 


وتبين هذه النتيجة مباشرة أن كلا من المجموعتين 
([طبة ]2 ۴6 : (2, )نآ ! و [[طبة]2 {U(f,P):Pe‏ 


لا بد وال تکون مخدودة . 


المكاملة ۵ ۲۶ 


06 - تعريف 


لتكن ۴ + [,ة]:۴ دالة محدودة . نعرف تكاملي ريمان الأعلى والأدنى ل ۶ على [ط,ة]ء اللذين نرمز ما ب 
0 جر ۳ 
J fax‏ و »1 ] على الترتیبکا بلي : 
([طبة]2 j fax - inf (U(f,P):PE‏ 
- 
([ 2:0 ]۴۶6۵ : (2, )نآ )0۵ = ۲۵ ۱ 


هذا . وان هذین التکاملین موجودان . لأننا وجدنا ا )£ (A.\‏ . أن الجموعة ([2]3,0 ع 2 U(f,P):‏ 1 حدوده من 
الأدنى ب (2- )0 . واحموعة ([ط,ة]2 ۴٤‏ :(1)1,۴ ) محدودة من الأعلى ب (ه- ۱۸0 


5 ا‎ E 
] ۵۰ > ونترله للقاریء . افق من أن > ل‎ 
ونقول عن الدالة 72+ [2,0]:] . انها قابلة للمکاملة وفق رعان على [3,5] اذا كان‎ 


1 ع ۳ 
f dx‏ إل 4 
وعندئذ . نعرف القيمة المشتركة لتكاملي ريمان الأعلى والأدنى على أنها تکامل ريمان على[ط,ة] . ونرمز هذا التكامل 


باحد الش‌کلن اال : 


J ax و‎ ۲ F(x) dx 


هذا وسنشير أحيانا إلى کون الدالة ۴ قابلة للمكاملة وفق رعان بقولنا إن ۴ « قابلة للمكاملة » »وذلك بقصد 
2 اللاختصا؛ 


افییر | 


5 أمثلة : 
)١(‏ إذاكانت ۴ +[ط,ة] :۴ دالة ثابتة . أي إذا كان ثمة عدد حقيق »غیت » = 0 ۰ أياكان × من 
[5.ة]) . فن الواضح أنه إذاكانت ۴ أبة تجزئة ل [ط,ة] . فان 
وبالتالي فان تكاملي ربمان الأعلى والأدنى متساويان. لذا . فان دالتنا قابلة للمكاملة وفق ريمان على 
[5,ة] . وتكاملها وفق ريمان على [2:5)] هو 


5 
1 f dx — a(b —a) 


٩‏ ۶ ۲ المدخخل الى التحلیل الر باصي 


(۲) لنعمم الثال السابق » بأن نفترض الدالة ۴ م [ط,ه] :۴ احدودة ثابتة على ]طبه[ ۰ أي أن 
» = 80 ء ایاکان ‏ من ]2,9[ . سنبين الان أن ۶ قابلة للمکاملة وفق رعان على [طبة] ٠‏ 
بخض النظر عن قيمتي ۴ في 2,8 . وني الحقيقة » ليكن ء عددا موجبا ما أقل من (02 ی 
ولتکن ۴ تجزئة ل (2,8] ۰ بحيث تحوي النقطتین 9-۶ ,2+2 . فاذاكان 

K = max{ ۱۸۵۱ , ۱2۱۰۱۱۲ }‏ 
فاننا جد 
} ]| ء - طر,ءع+3] ع ۸ : sup { f(x)‏ ( ع2 - 3 -ط) + [ع + 3,3] ع 5 : ( <) 1 ) لاو ع = (1,2) لا 
| [ط,ع- ط] ء 1 : f(x)‏ ) مناد ع + 
( 6 -) ع2 +( ۵-) ۸ = Ke+a(b—-a—2e)+Ke‏ > 
ونجد بصورة مائلة أن 
L(f,P)J*a(b—a) -2(K +a)‏ 
وبالتالي ».فان 
ا > ۲ 
fdx< j ۶۲ < a(b-a)+2e(K-a)‏ ] > (»+ك)ء2-(65-3)ج 
ولا کان ۶ اختيارياً : فاننا نستتتج من هذا أن 


]" ۲۵» - 8 fdx = a(b-a) 


8 


وهذا يعني أن ۴ قابلة للمكاملة على [ط,ة] ٠‏ كا أن 


5 
1 fdx = (ه-ط)»‎ 


(۳( کت f: [a,b] +R‏ محددة کالتالي: 
(عندما یکون ‏ سا عادیا) ‏ ] 


(عندما يكون × عددا غ او 0 1 = (x)‏ 


لا كان كل محال جزني من [ط,ة] يحتوي على نقاط عادية وغير عادية » فاننا نستنتج أنه أيا كانت التجزئة 8 ل 
(,2] تجد 


L(f,P)=0 و‎ U(f,P)=b-a 


المكاملة ۳:۷ 


وبالتالي يكون 


f dx 


= 
8-ط = fdx‏ 1 و 0 | 1 
لذا » فان دالتنا غير قابلة للمكاملة على [ط,ة] . 


إن تعريفنا لتكامل ريمان. يمكننا من التوصل إلى النظرية التالية الي تحدد السمات الميزة للدوال القابلة للمكاملة وفق 


ريما . 


۷ نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة ‏ + [ط,8] :۴ قابلة للمكاملة وفق ريمات على [ط,3] > هو ان تكون 
؛ محدودة على [6,ة] » وان يقابل کل عدد موجب » تحزثة »ل [طرة] ۽ محیث يكون ع >(,1)6,۳-(, 16,۳ 


البرهان 
لنفترض أولاً أن شرط النظرية محقق . عندئذ » يقابل العدد الوجب > تجزئة ,ل [ط,ة] . يث يكون 
0 ۹ 
J ۲۵ > ۱6۳۵6۱۴۵۶6 fJ, fdx+e‏ 
a‏ ك ۳ 
اج تام 2 
ولاكان ۲۵ >يحك؟, ل[ فإننا نجد أن 


0< j tax- f fax<e 


ع 3 5 0 سر 0 0 
ولا كان هذا صحيحا . أياكان العدد الوجب ءءفإن ×۴۵ ,ا برك كر ٠‏ أي أن قابلة للمكاملة وفق ريمان 


على [0,ه] . ۱ 


وبالعکس . لتکن ۴ قابلة للمکاملة وفق رعان على [ط,ة]) ٠‏ وليكن ع عددا موجبا ما . اذن توجد تجزئتان 
ل [تابة] : مث یکن 


0 ۰. 
0<U(fP)= J, ۲۵>5 + 0< J, fax -L(P,)< & )۰( 


7 ۱ ۱ 
فاذا کان ,۳ دارط .۳ . فان ,۳ تفتبت لكل من و۳ , ,۰۳ ونجد بالتاي : 


4۸ المدخل الى التحليل الرياضي 


0 لع28,])لا‎ - L(f,P;) 
ع 5 هم عت‎ 
06۳ - fdx+ J fdx-L(f,P,) (لأن ۶ قابلة للمكاملة)‎ 
< وفق (۰) ع‎ ( 


لدا فان شرط النظربة حفن . ه 
۸ مثال 


لأحذ الدالة © [0,1] :۴ احددة بالدستور ۰« = #90 > ولیکن ء عددا موجباءما . لفترض « عددا 


سا وجا ه ات n>‏ . ولنختر النجزئة 7 التي تقسم [0,1] الى 8 من الاقسام المتساوية . لما كانت ۲ 


متزايدة على [0,1] . فانه ایا كان ۷ من <۱,۸ > کد 


۷, (f) = (KJ و‎ m,(f) = (Ka) 
۲1 11 


لذا . فان 
7 ۶ 1 .رک - (ط,6) نا 
“1 -عا) ۶ 5 0 ای ۱۷۳۰ حدم 5 = 2 
n“ k= j‏ 1 ل عدم 
اذن 


ی E eK‏ میت وطئزيا- 000,۴۳ 
11 سم 114 


وبالتاليءفان 6 تحقق شرط النظرية (۸,۱۷) ۰ الأمر الذي يعني أن ۴ قابلة للمكاملة على [0,1] . 


١ 1 المكاملة‎ 


7م دوال قابلة للمكاملة 


Some Integrable Functions 


ستبين الآن » أن نة أنغاطا معروفة من الدوال » تقبل المكاملة وفق رعان . وأولى هذه الدوال هي الطردة . 


0 نظرية 


إذاكانت 58+-[3,5]:؟ دالة مطردة على ساحتها » فإنها قابلة للمكاملة وفق ريمان على (0,ه] . 


الرهان 


يكن ۲ دالة متزايدة على [ط,ة] راذن ۴ محدودة) ءولتكن (بد,...ممد) = ۴ تجزئة ل [2,0] 
اق # kê‏ خا وا 6 ول ادا ضع با فاد فت „n> -(b-a[Rb) - f(a]‏ لنجر تحزئة Pe‏ 


ل (2:0] إلى م من الأقساء المنساوية . لا كانت ۴ متزايدة على  ],9[‏ فإنه أياكان عا من <1,8 > . نجد 





M, (f) = f(x, ( و‎ m, (f) = f(X«. ( 
لذا فان‎ 
U(f,P,) 5-2 3 (x), L(F,P«) = 2 3-5 
اذن‎ 


U(fPJ-L(f,PD = BZA 2 ]164(-۲6,([‏ 
ل k=‏ ۱ 
[f(b) - f(a) ]< »‏ قح - [(م:)؛- (,:)؟] 0 
وهذا يعني وفق (۸,۱۷) ۰ أن ۴ قابلة للمكاملة وفق ريمان على [ط,ة] 


وی إثبات النظرية في حالة کون ؟ متناقصة بصورة ممائلة . » 


۲۵۰ اللدخل الى التحليل الرياضي 


۷۲ -_- مذال 


لنأحذ الدالة ۴ + [0,1] :۴ المحددة كالتالي : اذا كان × عنصراً من اجا من أجل قيمة للعدد 


الطبيعي ه . فان مد = (×)۴ . وإذاكان ۰0 » فان 1520-0 . سنبين أن ] متزايدة على [0,1] . ليكن 
× , × عنصرين من [0,1] > محیت ‏ ولا > . فادا كان0 = ,لاء فان 0 ۴ "١‏ . وبالتالي فهنالك عدد صحيح 
مو جب 1 بحيث [ سب , د[ 6 x‏ 1 وعند‌ها سل )1 . ادن يكون : 

f(x,) = 0>  ۴)×( 
لنفترض الان ان × « × عتصران من [0,1] مغايران للصفر ؛ نحيث 7 > بل . ادن مه عددان طبعیان‎ 


5 ۱ : 
Mo, 9‏ ء نحي [ > و > × ل وهذا 


سات 
ی ۳ ۱ 21 
f(x) > fxg «‏ . 


لد[ > يد و [ شد[ ء ,» 5 وعندئد . يكون 


50 
ا 1 د ك2 


بفتضی المتراجحة 1 - ب1 < ب اي |= (O, - 1 * n,‏ الامر الذي كاتب علیه أن بت > یه 
وهکذا » فان ۴ متزايدة على [0,1] ۰ وبالتالي قابلة للمکاملة على [0,1] . 


وتبين النظرية التالية » أن صف الدوال | تمرة قابلة للمکاملة ایض . ورغم قصر البرهان نسبیا » | لا أنه بستند على 
اثنتين من اعقد النظريات الدائرة حول الدوال الستمرة . 


۳ -- نظرية 
ادا كانت ۴ + [ط,ه] :۴ دالة مستمرة على [8,6] ۰ فان ۴ قابلة للمکاملة على (0,ع] . 
ارهان 


ان 1 حد‌وده على ٠ [a,b]‏ کا س النظر به ۲42 ,ا( . ولا كانت 1 منتظمه الاستمرار على (تامع] . 
استنادا الى نظرية هاين بوريل )",5١(‏ .ع ٠‏ فإننا نستنتج ؛ أنه يقابل العدد الوجب ع عدد موحب 0 » محیث یکون 
گے > |( - (د)1| أيا كان ۷ من [ط,ة] ۰ اللدان محممان الشرط 4 > إنا-»| . لنختر العدد الطبيعي «n‏ 





Xb - 2(‏ 
محیث يكون - 2 < م » ولناخذ التجزئة 8 ل [ذ,ة] » التي نقسم [ط,د] إلى 2 من الاقسام التساوية . عندئذ › 








مود أنه سر ۷ من <۱,۵ > فان > |(11- ۱۸۵ أباكان ۷ من 1 . ولکننا نجد عندئذ أنه 


£ 
2 0 — a) 


المكاملة ۱ ۲ 





"2 اح ۱ 1 9 Ni ٠ ۹ ۱ Ê‏ ا لفن عاك 7 
ایا كان ) من <1,2 > ء فان > ين يي )يلط : الامر لذي برت مه ال 


U(f,P)-L(f,P) - عسد‎ 2 (Mı, )( ۳, (f) ] 


9 - 8 3 E 
6 کک ا سست‎ © 
n 350-23 2 


وهكذا . فان ۶ تحقق شرطي النظرية (۸,۱۷) . إذن ۴ قابلة للمكاملة على (2,0]. ه 


سنورد الآن تطبيقاً آخر للنظرية (۸:۱۷): 


6 نظرية 


لتکن © + [ط,a]‏ :۴ دالة محدودة . فاذا كانت موعة نقاط انقطاع ۴ محتواة في عدد منته من امحالات : 


البرهان 


ليكن ع عددا 5 ما » ولنختر تجزئة 8 ل [ط,ة] ٠‏ نحيث تكون حموع آطوال انحالات الحزئية الحاوية على 
نقاط انقطاع 1 اقل من ع . لماكانت محدودة على [2,0) ٠»‏ فهنالك عدد موجب × . محیث يكون × > |(8| 
ايا کان × من [طية] . ٠‏ وبااي > فان مقدار ما تساهم به احالات الحزئية الحاوية لنقاط انقطاع ۶ في 
U (f,P) -1 (f,P)‏ مداو أصغر من 2 . اما احالات الحرئية الأخرى + > فان ۴ مستمرة علا ٠‏ وبالتالي 
فان ۴ قابلة للمكاملة على كل منها (۸:۲۳) . ويترتب على هذا أن بامکاننا ايحاد تفتيت ۳۰ ل ۴ › بحيث يكون 
> > ۳:)0- () ,۱ في كل من احالات الحزئية ل ۳ ۰ التي تكون ؟ مستمرة علا . لذا . فإننا نجد من أجل ؟ على 
[a,b]‏ ان 

U(f,P’)-L(f,P)< 2۳66+ e(b —a) 


الامر الذي يدل عل ان ۴ قابله للمكاملة عل 2:۱ . wm‏ 


or‏ المدخل الى التحليل الرباضي 


۵.. فال ۰ 


لتکن ۴+ [0,1]:؟ دالة محددة بالدستور 


۱ | 
1 (عندما < ای‎ 
f(x) = 0 ( x = 0 (عسدهنا‎ 
١ + | (sin z0 (عدما‎ 


أل مجموعة نقاط انقطاع 7 ین ,neN}‏ سس - x:x‏ | - 5. لیکن ٤‏ عددا موجبا ما وعدا طعا 
ت ا 2 
قق الشرط 


ETT 





<یلا . نلاحظ انه اذاكان م عدداً طعا : نحيت N,‏ 2م .۰ وان ا 


> سب .وهذا يعني ان 


جمیع نقاط انقطاع ۶ باستثناء عدد منته ۸ منهاءموجودة في احال ‏ [ ۱0۴ واذا اضفنا آل هذا آن ما تبقی عن نقاط 
لانقطاع ذات العدد المنتبي؛ يمكن احتواوها في عدد منته من احالاات الحرئيةمجموع اطواضا أصغر من بسن فإننا نستنتج ان 
شرط النظرية (8.54) محقق . وبالتالي فدالتنا ۴ قابلة للمكاملة على [0,1] 


بترتب على هذه النظرية نتيجتان على درجة كبيرة من الأهمية من الوجهة العملية . 
064 نتيجة (۱) 

اذاكان للدالة احدودة 7 + [2,0]:؟ عدد منته من نقاط الانقطاع . فإن ۴ قابلة للمكاملة على [8,6] . 
5م مثال 


ان الدالة ۸ + [طرج] f:‏ احددة كالتالي 


- 2 )«* - 2  امدنع(‎ 
f(x) = sin 7 (عندما ]2,9[ ع)‎ 


قابلة للمکاملة على (2,9] . 
۷ -- نتبحه (۲) 


اذا كانت ۲ دالة حقيقة قابلة للمكاملة على (2,0] . وکانت ع دالة محدودة على [ط,8]) . نحيث أن 
f(x) = g(x)‏ ايا كان × من [2:0] باسثناء عدد منته من نقاط [2:0] . فان 


f tax 98 ۲ 8 dx 


Yor المكاملة‎ 


الم هان 


لنا عذ الدالة g-f:[a,b]+R‏ .ان 000-0-ع) > أيا كان × من [ط,ھ] » باستثناء عدد منته من 
نقاط [3.:5] . ليكن ع عددا موجبا ما » ولنختر مر ۰ ل [2,0] » نحيث يكون للمجالات الحزئية الي محوي 
العدد منتى من ن النقاط حيث 0 #۶ ()(0 -ع) طول كلي أصغر من ع . ان 8-1 محدودة (لآن ع محدودة فرضا » و 
1 محدودة لکونها قابلة للمكاملة) » أي أن ثمة عددا موجباً ۸4 ۰ محبث یکون ۸8 > |90«0-ع ۱‏ أياكان × من 
(طابة] . لذا فان 


2Me‏ >|(۳۶ ,18-1 و 2Me‏ >|(ع۳,]-8)[]| 


بترتب على هذا أن ۴-ع دالة قابلة للمكاملة على [3,6] » وأن a‏ 


وهكذا . فان الدالة ۴+۴-ي) = ۰ هي بحموع دالتين قابلتين للمكاملة على [2:0] . واستنادا الى نظرية لاحقة 
(١",4)ء‏ فان ع قابلة للمكاملة على [طبة] »كا أن 


5 


.0 
9 8 -ع) [ - ع‎ 5 ۵+ J ۲۵ = J. f dx 


۸ مثال 


لنأخذ الدالة احدودة 1 [0,3]:ع » والحددة بالدستور : 


) 2 ):- 1 )# 1  امدنع(‎ 
g(x) =  - 1 
وتك‎ (xX = 1 (عندما‎ 


نلاحظ أن الدالة ۴+[0,3]: ۴ المحددة بالدستور (26+1-(10 مستمرة على [0,1] ۰ وبالتالي فهي قابلة 
للمکاملة على [0,1] . کذلك ‏ فان (ع-(0؟ ٠‏ أياكان × من [0,3]) باستثناء النقطة 1 . لذا فان 


۱ . وس تک‎ - ۲ 2) + 1) dx 


 - | 


64 نظرية 


اذاكانت ۴6-[2,0]:) دالة قابلة للمكاملة على [3,5] ٠‏ فان ۶ قابلة للمكاملة على أي محال جزني مغلق 
من [8,9] . 


۲۹4 اللدخل الى التحليل الرياضي 
الرهان 


يكن [ابة] ع[قت] و ع عددا موجبا ما . لا كانت ۶ قابلة للمکاملة على [طبة] » فاننا نستنتج من 
(۸:۱۷) ان عة مزئة م۰۰ (Xen.‏ <,ظ ل [5,ة] » بحيث يكون ٤‏ >(,,5)رآ1- (,1)5,8] . هذا.وعکننا اعتبار 
3 عنصرین من ۲۰ ۰ ذلك ان اضافة النقطتن 4,ع إلى ۳۰ بقلل من الفرق (ع1/)8,۳-(ع۳؟)لا. 
فاذا افتضتا أن ×= و مداد وکان ` 


4 4 
اه 2 l=‏ و ا ))(۱ Z2‏ * 
+ ع ۲ ليام ع ۲ 


فان *1, *لاهما حموعا ريمان الأدنى والأعلى للدالة ۶ على (۵,ع] . ولا كان 9),« < 8)ياا أياكان 1 من 
u > 2‏ فاننا نيحد أن 


3 


U-L*= 2 >اعط|[(ك)يس-()يلط]‎ Z ]۷۸۱( ی‎ (O) | 


4 ۳ 2 + 


E‏ ك -L(f,P,)‏ (,1,۳) لا سے 


وهذا يعتى استنادا إلى (۸,۱۷) ۰ أن ۴ قابلة للمكاملة على [۵]. » 


۳ 
۳ 


المكاملة ۵ ۵ ۲ 


۳ -- خواص الدوال القابلة للمكاملة 


Properties of Intggrable Functions 


سنورد في هذا البند الخواص الرئيسية لتكامل ربمان ؛ التي تعتمد عليها كثير من حساباتنا الرتبطة بالتكاملات . 
١م‏ - نظرية (خطية تكامل ربمان) 


اذا كانت 4,8 دالتين حقيقيتين معرفتن وقابلتين للمكاملة عل [نا.ة] » وكان 8,» عددين حقيقيين › فان 
الدالة 65+88 لا بد وان تكون قابلة للمكاملة على [طءة] » كا أن 


1 (af +a) dx = e f f dx + 6 1 8 dx ):( 


الرهان 


سنعتمد في البرهان على انه اذاکانت ۴ أي تجزئة ل [طبة] . فاننا نجد أباكان ۲ من <1,5 > أن : 


۱۷, (f+ g) > M, (f) + ۷, )8( 4 m, (f +g) < يم‎ (f) +m, (g) (i) 
M, (af) = aM, (f) ۲ m, (af) = am, (f) ) <0 عندما‎ ( )11( 
M, (af) = am, (f) m, (af) = aM, (f) ) »>0 عندما‎ ( )11( 


وسنترك مهمه التحقق من هذه الدساثير للقارىء . 
تھ على اثبات الدستور (+) ي الحالة 9 < 0,0 a>‏ . تللاحظ عندئل آن 


U(af+f8g,P)= 2 M,(af+8g)|l, | 
k= ال‎ 


< 2 [M, (af) +M, (6g) ]| 1, | ) )0( (وفق‎ 
k= | 
= 2 [aM (f) +PM« (وفق (1) ) اعا|[(8)‎ 


=a Z Me(Dluı+# 2 ۸, )۵( با‎ | = aU(f,P)+8 U(g,P) (iii) 
35 k=] 


۱9۹ المدخعل الى التحليل الرياضي 


ونجد بصورة مائلة » أن 

L(af + ,عق‎ 2( < aL(f,P) +8 L(g,P) (iv) 

للا كانت ع,] قابلتين للمكاملة على [3,8] ٠‏ فإنه يقابل العدد الموجب تجرئتان ۳۶ و ۳ محيث 
ع > (ع 1,)8:۳- (۳,ع) لا و © > (1/,)]:۳- (۳۰,) نا 


فإذا رمزنا ب ع ۳۱۳ <.۳ . استنتجنا استنادا إلى (۸:۱۲) أن 


)۷( € > (ء 1,)8,۳- (ع۳,ع) نا و € >(1,8) سآ - ( ۳:؟) ۱ 

نستنتج ما سبق أن 

a L(f,PJ +8 ۱۵:۳ > L(af + ط,عق8‎ (> U(af +68, (وفق (10) ) ل‎ 
< U(af +3 طرع‎ 

(وفی (زز) ) (عط,ع)نآ ۵+ a U(f,P,)‏ > 

> aL(f,P.) +8 L(g,P«) +(a +0) e ) )۷( (وفق‎ 


© (8+ه) >(۳ U(af+fÛg, 2 ( - 1/۵] +g,‏ 
التي تعني أن 98 قابلة للمكاملة على [6,ة] » کا نستنتج أيضاً أن 
5 
(af+8g) dx > a L(f,P.) +8 L(g,P;) +)»+8 (۰‏ إل < وا م6 
لکن لدینا کذلك 
b b‏ 
ع( aL(fPO+8 L(g,P.) < a J ۵۸ J, gdx < aL(f,P.) +8 L(g,P.)+(a+8‏ 
اذن 
0 5 0 
“81+») >۵(۱ و J,‏ مجعة؟ J (af+8g) ۵)» f,‏ | 
ولا كان ع(8 ج+ي) اي عدد موح » فاننا ستنتج من ( ۲۰۵۶ ) أن 


8 3 (af +g) dx = «a 9 ۵+0 J 2 dx 


من ال ی تعمم هذه النظرية بالاستقراء الرباضي على أي عدد منته من الدوال القابلة للمكاملة. 
هذا ويترتب على النظرية السابقة النتيجتان الباشرتان التاليتان. 


المكاملة YoY‏ 
۷۲ نتيجة (۱) 


إذا كانت 8,؟ دالتين حقيقيتين معرفتین وقابليتين للمكاملة على [ط,ة] ۰ فان الدالة ع+۶ لا بد وأن تکون 
قابلة للمكاملة على [8,5] » كا أن 


۱ ظ 
(f+ g) dx - 9 ۲۵+ f gdx‏ ۴ 


۳ نتيجة (۲) 


إذا كانت ۶ دالة حقيقية قابلة للمكاملة على [ط,ه] ۰ وكان ج عدداً حقيقيا ما ۰ فان الدالة 6 قابلة 
للمكاملة على [3,5] . کا أن 


J (af) ۵ ۹ 


6*5 نظرية 


ادا كانت 65,8 دالتين حقيقيتين معرفتين وقابلتين للمكاملة على [8,6] » وكان 9 < 500 اياكان × من 
[a,b]‏ > فان 


5 ا 
f dx 2 8 g dx‏ / 
البرهان 


للاحظ أولاً . انه إذاكانت ۴ تجرئة ما ل (0بع] ‏ فإنه أياكان ع من <ه,1 > . نجد ۸۸6۵ < ©)يقل 
ل 586 ۱ 2 ما ۰ 
الأمر الذي يترتب عليه ان (8,ع)نا < (5,؟)ن]ء وإذن نجد ×لع کر <عين؟ ر . وبا أنه لا فرق بين تكامل ريمان 
وتكامل ربمان الأعلى للدالة القابلة للمكاملة ٠‏ فان نظریتنا صحيحة . » 
وعکن التحقق بسهولة » من أنه اذا استعضنا عن الرمزين < الوارد بن في عع e‏ فان 
1 
۵ نتانج 


(۱) يترتب عل النظرية السابقة : انه اذاکانت f‏ دالة معرفة وقابلة للمکاملة على [طءة] . وکان ‏ 0 < («8 | 
ایا كان × من [5,ة] . فان 0<يحقم ) . 
3 


۸ ۵ ۲ المدخل الى التحلیل الرياضي 


(۲) ونترك للقاریء التحقق من أنه اذا كانت 5 دالة معرفة وقابلة للمکاملة على [طبة] ٠‏ وکان 
0 ایا کان × من [طرة] » ووجد عدد ۲| من [طيه] + محيث ۴<0 ؛ ومحيث 


تکون ؟ مستمرة في 7 »ء فان 0 > f dx‏ ۲ 


نظرية 


إذاكانت ,؟ دالتين حقيقيتين ساحتبما المشتركة (0بع] » نحيث أن كلا من م5 و م قابلة للمكاملة على 


[طبه]) . وأن ۳۵ وأن 0<0)» على [ط,ة] . فان 


5 3 
mJ ekê م۲‎ dx < M [ dx 


البرهان : 


لما كان )م71 > mç(x) > 300 © (x)‏ ایا كان × من ([0,ع] : فان صحة هذه النظرية ناتج عن النظرية 
(۸,:۳۶) وعن النتيجة (۸:۳۳) . » 


۷ س نتيجة 


اذا كانت ۶ دالة حقيقية معرفة وقابلة للمكاملة على [ط,ة] › وکان M‏ > 00 > ص ابا كان × من 
[0ا:] . ۰ فان 


.b 
m(b —a) > 1 fdx > M(b ( 


البرهان 


اذا اخترنا في رو۸,۳) الدالة م ‏ بحيث 1 = )بي ایا کان × من [ط,ة] » فاننا نستنت صحة هذه النتيجة 
استنادا الى (۸:۱۲) . 9 


قبل التقدم نحو خاصة جديدة للدوال القابلة للمکاملة > لا بد لنا من اپراد المهيد التالي . 


المكاملة ۲۵۹ 


۸ تمهيد 
ادا كانت 1 دالة حقيقية محدودة على امحال 1 » وكان 
M = sup{f(x):xe1l}‏ و m = inf{f(x):x€E I}‏ 


5 = sup{ f(x) f(y) : علا‎ 1} 
081-11-5 فان‎ 


البرهان 


اذا كان 7:۷ أي عنصرين من 1 . فان 52 <(1839 و >« ٠‏ الأمر الذي يترتب عليه أن 
M-m‏ > (19 - (×)۴ . واستنادا الى تعريف 5 » نجد ان 5 > (10- 1 . لیکن ع عددا موجبا ما . اذن هنالك 
نقطتان امه من 1 بمحيث 84-5 <82 .و +>( . إذن ع-۳-<(10-(18 » لکن 


(10- 120 <5 . اذن 5 >ع-ه-غ388 , أي أن ع >5- ۸-۳ . ولاكان 848-73-5 مقدارا غير سالب (الأمر 
الذي ينتج من ان Mm‏ > 1 - (]1 ۰ ابا كان ۷× من 1  )‏ فاننا ستنتج من (۳,۵4) ان 0< ۷-۳-5 او 
S=M—m‏ , ودا يم إثبات العهيد 01 


4 -- نظرية 


اذا كانت ۶ دالة حقيقية معرفة وقابلة للمكاملة على [ط,ة] ۰ فان ۱٩‏ قابلة للمكاملة على [ط,ة] ٠‏ کا أن 


b 


b 
0 ۲۵۱ > يأر‎ | f| dx 


البرهان 


ادا كانت ۳ أي حزئة ل [0,ع] ‏ فاننا ستنتج من (۸:۳۸) أن 

M, (f)—m, (f) = sup ) ] )(-۲ )۷ ( : x,y € I, } (0) 
من <> . وما أن‎ k) ایا كان‎ 

f(x)| =| f(y) | < | f(x) — f(y) | )۰ ۰(‏ | = (۱1۱)۷- ()|]] 
ایا كان لا من بآ . فاننا ند أن 


M, )۱۲۱( (*)|؟|اصية = (۱۱) ,سح‎ =| f|(y) (وفق (۸.۳۸) ( »1 6 لا,ء:‎ 
> sup{| f(x) —f(y) | :*:۷ 6 I, } (وفق (.ه))‎ 


sup{ f(x) —f(y):x,y € I, }‏ - 
(وفق (۰) ) 1060-11 > 
لذا » فان 
f | , (۰ U(f,P) -L(f,P)‏ ۳(1/)۱ ,)0 
الأمر الذي يعني أن | قابلة للمکاملة على [3,5] لکون ۶ قابلة للمكاملة على [ط,ة] . 
نلاحظ الان أن 


5 06 
۵۲ رز + = ۲۵۱ رل | 
8 
(وفق (۸,۳۳)) f dx‏ + 
ء b‏ 
(وفق )۸۳٤(‏ لأن |۴|ا>؟± ) ۱۶۱۵ > 
وبهذا يكتمل إثبات النظرية . م 
وتجدر بنا ملاحظة أنه رغم أن قابلية ۶ للمكاملة تقتضي قابلية ۴| للمكاملة > فان عكس هذه الدعوى غير 
صحيح في ا حالة العامة . لیا عذ الداله +R‏ [0,1] :۴ المحددة بالدستور : 


(عندما یکون × عددا عادیا) 1+ ظ 
ھک يكين تاها هن ادن ۱ ۱ = f(x)‏ 


ان 1 - ۱860 . أياكان × من [0,1] > وبالتالي فان |۴| ۰ قابلة للمكاملة على [0,1] (لانها ثابتة) ؛ في 
حين أن ۶ ليست قابلة للمکاملة على [۰]0:1 ذلك أن 


j tax = a f dx 


۱ _ نظرية 


إذا كانت ٠,‏ دالتين معرفتين وقابلتين للمكاملة على [ط,ه] ۰ فان ع؟ دالة قابلة للمكاملة على 
[a,b]‏ 


المكافلة ۳۹۱ 


المرهان 
fa )1+8( 0-80‏ 
ڪڪ ي 


ولا کانت كل من الدالتين ۶+8 . و ع-؟ قابلة للمكاملة (۸,۳۲) ۰ فإنه يكني لإثبات نظريتنا البرهان على أن مربع 
الدالة القابلة للمكاملة . دالة قابلة للمكاملة كذلك . 


وهكذا . لنفترض ‏ دالة قابلة للمكاملة على [3,5] » وليكن ۴<0 على [2,6] . فإذاكان ۶ عددا 

موجبا » فثمة تجزئة ع8 ل [2:0] . بحيث يكون 
سود > :)0-1 ۳:)ن۱ 
سيت ۷ الخد الأعل ل ۴ على [ط,ة] روهذا الحد الأعلى موجود قطعاً بسبب کون ۶ قابلة للمکاملة . وبالتلي 
مجدوده ) 8 
وبما أن ۴<0 . فن الممكن التحقق عندئذ . أنه اياكان 1 من <1,8 > فان 
m, (f) = m}(f) , M,(f?) = ۷۸۵۵‏ 

لذا . فان 


۳ 


U(fPJ-L(f,P,) = 2 ]۷۱۲)]( ۳۱ 


| ه عار 
XZ [M, (f) +m, (f)][M, (f)—m, ۱‏ _ 
ل = 


> 2] 116,81), 6 


إذن ۴ قابلة للمکاملة على [8,5] . 


لنفترض الآن . أن ۶ قابلة للمكاملة على [8,6] (دون ان يكون بالضرورة 0 <۶ على (0بع]). فإذا رمزنا ب 
0 للحد الأدنى ل ۴ على [3,5] . روهذا الحد الأدنى موجود قطعا بسبب کون ۴ قابلة للمكاملة وبالتالي محدودة) : 
فان -م دالة غير سالبة . وقابلة للمكاملة + لذا فان :(5-م) قابلة للمكاملة استنادا إلى ما سبق . ولا كان 
m(* = ۴ - mf + ۵۶‏ -۴)وكانت كل من الدالتين ۴ص2 و32 قابلتين للمكاملة كذلك > فان *؟ قابلة للمكاملة » وبذا 
يكتمل برهان النظرية . » 


TY‏ المدحل الى التحلیل الرياضي 
۲ -- نظرية 


لتکن ۴ دالة حقبقة محدودة على [طبة] > ولیکن > >3 . فاذا كانت ۴ قابلة للمکاملة على کل من 
(ه] و بة] + فان ؟ لا بد ون تکون قابلة للمکاملة على (2:0] . وعندئذ یکون 


J rax 5 ix 
الرهان‎ 


ليكن ع عددا موجبا . عندئذ » هنالك تجزئتان «,, ل [طت] ر [ك,ة] على الترتیب . نحيث یکون 
L(f,P;)< 2۳‏ = (,۳) نا ۲ سر L(f,P,)<‏ - (,ط,1)نا 
لنأخذ الآن التجزئة ,8 دار۴ =۴ ل (0,ع] . نلاحظ عندئذ أن 
L(f,P) = L(f,P,) + L(f,P,)‏ و U(f.P) = U(f,P,) +U(f,P,)‏ 
لذا فان )f,۴P(-1)۴,۴(> ٤‏ ۰ الأمر الذي بعني ان ۶ قابلة للمكاملة على (0,ه) 
نلاحظ الآن أن 


¢ b 
L(f,P)< j, fax+ J, fax< L(f,P)+e 
0 
L(f,P) > 1 ] 11 > L(f,P) +€ 
وبالتالي فاد‎ 
9 2 تام‎ ۱ 
| J ۲۵» -) J, fax+ f fax)|<e 
الأمر الذي يترتب عليه استنادا إلى (۲,۵4) أن‎ 


۳ 5" 0 
J. fax‏ +۲۵۸ إل = J, fax‏ 
وهو المطلوب . ه 
من المکن استنادا إلى مبلا الاستقراء الرياضي ؛ التحقق بسهولة من أنه اذا كان 


د يا ارو يا ۷ 3 وکانت 1 قابله للمكاملة عل کل ن الحالات [ Cri ss Ce‏ 3 ابا کان k‏ من 
<1,8 > . فان ۴ قابلة للمكاملة على [8,5] ٠»‏ كا ان 


المكاملة ۳۹۳ 


f rax+... + 7 f dx‏ +۵ إل - ل 1 ا 


هذا : وعکن نوسیع معنى التكامل . بحيث بشمل المكاملة « في الانجاه السالب » بإدراج التعريف التالي . 


n ۲۳‏ تعر بف 
اقلم 0 
اذا كانت ۶ دالة حقيقية قابلة للمکاملة على [ط,ة] . فاننا نعف ۲05 , أنه ۲۵ ی -. 


3 i 
. فاننا تعرّف ۲۵۲-0 إل‎ ٠ كذلك ۰ فاذا كانت © أي نقطة من [طبه]‎ 


۷,۳۹ تسج نتيجة 


رنب غل هذا التعریف . وغل النظرية (۸۰۳۹۲). أن 
۳ 


J ۲۵۷ Û‏ +عة» 3 +۲۵ رل 


مه ان نظر بة عدن بالشم وط الکافیةءکی یکون تکامل هابة متوالية من الدوال ا لابه تکاملات دوال 
هده التواله : وسنقد م هذه النظر به بااعهد الاي : 


6 عهید 
اذا كانت ور دالتين حقبقیتین حدودتين على [ط,ة] . وکان 8 < 1 . ابا کان × من [8,0] 
فاد 
b‏ 5 25 تام 
f, eax‏ <×۵ ]ل و ex‏ كر <د؟ رل 


الرهان 


سنکتق باثبات المتراجحة اليسرى . علا بان المتراجحة العنى يتم إثباتها بصورة ممائلة . 
لتك م أي تجرئة ل [طية] .لاکان (دع < 0 . أياكان × من [طية] . فان (ه)يك! <0)يللا . 
أا کان ۷ من <ه,1 > . وبالتالي فان (,ع)نا < (1)۴,۴ . ولا كانت م تجزئة كيفية . فإننا جد ان 

اماع و - 


=. گ <عة؛ إل‎ 2 dx 


۲۹ المدخل الى التحلیل الرياضي 
65م نظرية : 


تکن 210 , (,6] متوالية من الدوال الحقيقية ۰ التي كل منها معرف وقابل للمکاملة على (2.0] ٠‏ ولتفترض أن 
هذه المتوالية تتقارب بانتظام من الدالة ۴ على (0,ع] . عندئذ تكون الدالة ۴ قابلة للمكاملة على [ط,ة] . كا 


یکون 


lim 1 f, dx = 8 f dx 


البرهان 


ليكن ع عددا موجبا ما . إن التقارب المنتظم ۸6۸ ,(,؟] على [3:6] ۰ يقتضي وجود عدد طبيعي ,۱۷ . 
بحيث أنه اذا كان ,ل( <م . وکان × أي عنصر من [ط,ة] : فان 


ی > f(x) — f(x)‏ > سس او 


a 1 > f(x)< f, E TT 2 





f, (x) - 


وبما أن , محدودة على [ط,ة] ۰( لأنها قابلة للمكاملة على [5,] )۰ فإننا نستنتج أن ۴ محدودة على [طبة] . 


نلاحظ بعد ذلك استنادا إلى (۸:۳۹۵) أن 


۵ (-7ج ی ra >] ) fn‏ ل لل 


وبما أن ,۴ » قابلة للمكاملة (فرضا) . < 


52 
ی 


-- 


Da‏ للمكاملة )۸,١١(‏ كذلك ۰ فاننا نجد استنادا إلى (۸,۳۱) أن 


E e a) 


b - 


/ (fn - Ta (> ۲ 0 > 7 )1, + gg 





أو 
8 ۹ 5 
f, «+‏ / > ال f‏ بل[ > ۵ ,؟ 1 
ونجد بصورة مائلة أن 


۲ ۳ 0-2 < 1 ] 0 > 68 f d× + ١ 


المكاملة 


الأمر الذي يترتب عليه أن 


bh 5‏ = 
ع 0۷ ]۲ 8 - يرل ] 1 


١ 0‏ م2 
ولاكان لطرف الأأيسر غير سالب (۸.۱۵) . وكان ۶ عددا موجبا اختياريا . فان جل ,ل = ۲۵ ى 
الذي یعنی ان ۴ قابلة للمكاملة على [8,5] . 


وهكذا 1 شید أنه ادا کان n‏ اي عدد طبيعي عفی ۷۶ 12م u‏ فال (٭) یک يكتابتها عل الشكل 


ا اہ 0 
+ با ل > 0۷ ] 1 < ۵-2 ہا ,1 
0 0 
س ا ۱ ۱ 
> |۱۵ , [ ۲,۵۰ ,]| 
ابا كان 5 الذي حمق ۱۷ 22 . وهذا يعني استنادا ال تعر بش حباية المتوالية أن 


1 7 fn dX = ۲ f dx 


وبذا يكتمل برهان النظرية . » 


ف 


۲۳۹۹ المدخل الى التحليل الرياضي 


۸,6 - النظرية الاساسة في حساب التفاضل والتکامل 


The Fundamental Theorem of Calculus 


5 | : ۴ و د ۱ u‏ ۱ ۲ ا | د ۴ ۰ 
سك رس e‏ هيدا المند اهم العلاقات اي تر بط لای التفاضل والتكامل 5 و ۱ سوج عأ لسم ۱ النظر به الاساسية 8 
حساب التفاضل والتکامل » . ۱ 5 


اقب نظرية 
ادا كانت. الدالة احص 1 مع فد : كا یله المكاملة على bj‏ . فاد الد اله اع [a,b]‏ : ۲ اعددة 


1 
بالدستور ۲۵6 اه ا ج عمل [تابع] . 


الرهان 
للاحظ استنادا الى (۸۰۲۷) أن 1 قايلة للمكاملة على [*,3] ابا كان × همل [ط,3] . لدينا 


x 1 
۱ ررم رممع‎ =| Jy ۵6 - J, ۱۱ 


5 8۳ ۹ 


روفت (۸۰۳۹)) ۵ [ > 
( وف ( ۸:۳۷)) | ۷- ۲ | ]۷ > 


حيث . ([۱60(۱:*]۵:0 M = sup)‏ (العدد M‏ موجود لأن ۸ قابلة للمکاملة على [ط,ه] استنادا ال 
(۸:۳۹) وبالتای فاد !| محدودة على (ابع] ) . 


المكاملة ۳۹۷ 


۱ )۱( ۱ 
بلاحظ انه : اذا کان ع عددا موجبا ما . فانه يقابل ٤‏ عدد موجب سس تيك آله إذاكان. لب ای ع 


من [۵,0] تحقمان الشرط 4 >الا-*| . فان ۶ >|(۳۷- )۴| . الامر الذي بعي ان ۴ منتظمة الاستمرار . 
وبالتالي مستمرة على (ظ,2]. وه 


تدل هذه النظرية على آنه . حتی في حال عدم استمرار ۴ في عدد من نقاط [3,5] . فان ۴ مستمرة على 
 )2:۵[‏ . وندعی الدالة ۳ التکامل غير احدد للداله ۶ . او الدالة الاصلية للدالة ۴ . 


۲ -_- هثال 


ا 2 + [2,1 - ]: ] ید دن با لدستور 


(عندما ]2,0- ]12) 1 


f(t) = 1 


3 (te [0,1 ] (عندما‎ 


من الواضح انقطاع ۴ ی النقطة 0=× . واذا لاحظنا ان 


1 


(عندما 2,01 - ]€ «) 2 + = 106 3 ظ 
F(x) =‏ 
1 0 
(عندما | 0:1 J 1 06 = 3 + 2 )  ]‏ +۱۵۱ ول 


من السهل . رؤية استمرار ۳ على [2:1-]. 


۳-- نظرية 


اذا كانت ۴ دالة معرفة . وقابلة للمكاملة على [ط,ة] . ومستمرة في النقطة ,»د من ]9,6[ > فان الدالة 


1 ع 6 3 ص 
© [۳:]2,0 المحددة بالدستور ۲۵۰ كر = (×)۴ . قابلة للاشتقاق في النقطة مد کا يكون (م×)۴.= (م) ۳. 


(۱) شتف هنا 24 اما لوكانت ۷20 . فان 2(>0)آ . اباكان × من [طره] . وعندها تكون 2(>0)م . أباكان ‏ من ,ها . 
وبالتالي تكون ۴ مستمرة على [ط,ه] . لاا دالة ثابتة 


۳۹۸ المدخل الى التحليل الرياضي 


الرهان 


لا كانت ۴ مستمرة في النقطة مد فانه يقابل العدد الوجب ء عدد موجب 4 > محيث أنه اذاکانت × 
نقطة من [ط,8] محقق المتراجحة ۵ >|<- | ۰ فان » >|(,*1۲- (۱1 . برب على هذا وفق (۸,:۳) آن 


التراجحة 6 >|م*-»| » تقتضي المتراجحة 
f(x) = f(x) | dx < El x-x, |‏ | 8 
نستنتج من هذا ء أنه إذا کان 6 >|ء×-×| >0 » فان 
f(x) > »‏ - ما - EEG)‏ 
Xo‏ - 6 
الأمر الذي يعني أن 


فلاح ]1 


lim لسك تخل‎ = f(x) 
X - Xo 
اي أن ۴ قابلة للاشتقاق في النقطة ,× › کا أن (م×)؟ = (×)۴. ه‎ 


هذا وتجدر بنا الإشارة الى أن التكامل غير احدد ۴ ۰ قد يكون قابلا للاشتقاق في النقطة م من اب( 
حت ؟ لست ستمرة ع ویکون (م×)؟ # F(x.)‏ کا ببین المثال التالي . 


15 مال 


لناخذ الدالة اع [2:]0,3 المحددة بالدستور 





( عندما ‏ 1 ) ار )و 
1 - ۱ 
f(x) =‏ 
( عند‌سا 1 = xXx‏ ( 1 


تلاحظ أن الدالة ۴ . ليست مستمرة في النقطة 1>-* . واستناداً إلى (۸:۳۸) ۰ فان 
لا + 12 = 06 (1 + )2 |5 F(x)‏ 


لذا . فان ۴ قابلة للاشتقاق في النقطة 1=× » بيد أن 


۲ )1( - 4+ 1)1( > -1 


الكاملة ۳۹۹ 
٥‏ نظرية 


اذا كانت ۴ دالة معرفة وقابلة للمكاملة على [8,5] ۰ وكانت ۴ دالة مستمرة على [8,5] ٠‏ وقابلة 
للاشتقاق على ]3.6[ » وكان )۴= ۴)۸ أياكان ‏ من ]مه[ . فان 


تا 
J, fax = F(b)-F(a)‏ 
البرهان 


اذا کانت ۳ أي تجزئة ل [8,5] » فان 


۳)9(-۳)۵( - 2 ]۳(- ۳ ,([ = 
k= 


(وفق (۷:۲۳) ۰ حيث ] :یب« © با) ليلد ب)(با) ۲ 2 - 
ال k=‏ 
( فرصا) زد لا ي) ( f(t,‏ ۳ ِ 


لکن 


L(f,P)< 2 f(t, )(x, x, زر‎ < U(f,P) 
۲ | 


ادن 


L(f,P) > F(b)— F(a) > U(f,P) 
بحيث‎ ٠ ]8,0[ فانه يقابل العدد الموجب الاختياري ع تجرئة ,۳ ل‎ ٠ ولا كانت ؟ قابلة للمكاملة على [ط,ة]‎ 


b b 
U(f,PJ< J او عجعة؟‎ L(fPD> Û fdx-e 


۳۷۰ المدخل الى التحليل الرياضي 
ویترتب على هذا المتراجحة التالية 


۱ F(b) — F(a) — 3 fdx| < ع‎ 


م b‏ 
ولا كان العدد الموجب e‏ اختيارياءفإننا نجد استناداً إلى (4ه,۲) : أن (۳)۵-(۳)۵ = ×۴۵ رگ : وهو 


المطلوب 8 
ان هذه النظرية بالغة الاهمية عند حساب التكاملات . 
1 ال : 


ان الدالة 8ع [0به] :۴ احددة بالاستور "×= (×)۴ ۰ حيث 8 عدد طبيعي . قابلة للمکاملة على 
[طرة] (لأنما مستمرة على [2,0]) . کذلك ؛ فان الدالة + [۳:],0 . واحددة بالدستور 





. 1)2( = ا‎ 
n+ 1 

مستمرة على [ط,ة] ‏ وقابلة للاشتقاق على اطع( .كا ان 500-400 . أياكان × من ]ط,ة[ . 

لد فان 


۰ 
1 " 08 ۲۳ ۱*۰ A #1 
1 کت‎ Î 


۷١ المكاملة‎ 


۵ - تکاملات كوشي - رعان 


Cauchy - Rigmann Integrals 


لقد قبدنا نظرية تكاملات رعانء الى درسناها في البنود السابقة من هذا الفصل,بدوال محدودة معرفة على محالاات 
مغلقة ومحدودة . وسنوسم في هذا البند مفهوم التكامل » نحيث یشمل دوال ليست محدودة بالضرورة على محالات: ليست 
بالضرورة مغلقة أو محدودة . بيد أنه من الممكن تغطية هذه الحالات جميعا بالتركيز على نوع احال الذي يشكل ساحة 
الدالة . 


5 - تعرش : 


لتكن © ع ]ط,خ] :؟ دالة . محيث تكون الدالة [«,4|]3 قابلة للمكاملة وفق ريمان › يا كان × من 
,2 ]) . لنحدد الدالة + ]2:]3,5 بالدستور 


J, ۱‏ = ()۳ 
فاذا کان » = ۰ وکانت النهاية (»)۴ 1 موجودة » فاننا نقول عندئذ ان تکامل كوشي ‏ ربان من النوع الأول 
للدالة ۲ مرحود (او متقارب ) عل ]2 ] : ونرمز مدا التكامل خر لگ لد بالرمز f dt‏ ۲1 5 أي أن 
x‏ تت 1 ۱ ۱ 
lim 1 dt‏ = )0 1 1 . اما اذا كان مه + = 01] 1 lim‏ »> فاننا نقول ان تكامل کوشی-ر عان متباعد 
اعایا (في حا له 56 ل : او متباعد سلییاً وف سح اه نا سے 4 


وإذاكان ۴ ٤ط‏ ۰ وكانت النباية (»)۴ ”ذا موجودة . فإننا نقول عندئذ إن تكامل كوشي ‏ ريمان من النوع 


i ع‎ b- 
الثاني للدالة ۴ موجود ( او متقارب) على ]ط,ة] . ونرمز هذا التكامل عندئذ بالرمز ۴۵۲ رل » أي أن‎ 


b- 
1 ۵ - نا‎ f, fdt 


آما اذاکان مه ± ۴۵۲ پر "11 . فإننا نقول إن تکامل كوشي ‏ ربمان متباعد إيحابيا (في حالة هه + ) » أو متباعد 


سلبيا ( في حالة = ع. 


يفف المدخل الى التحليل الرياضي 
هذا ۰ ومن الممكن ايراد تعاريف ماثلة للدالة 6 [,0[:؟ في الحالتين مه اط و beR‏ 


۷۲ ا مخلة 


)۱( لیذ الدالة © + ]مه,0] :+ . المحددة بالدستور e‏ = (1)0 . إل ۴ مستمرة وبالتالي قابلة للمكاملة على 
[0,x]‏ + آبا كان × من ],0] . نلاحظ أن 


۱ 
lim رل‎ edt = lim( =e * +1) = 1 


و بالتال 1 فان تکامل كوشي _ر عان من النوع الأول للداله ۲ موحود عل ],0] . کا ان 


۰ 8 e“ dt = 1 


(۲) لناخذ الدالة + ]0,1] :2 





= 80.إن ۴ مستمرة وبالتالي قابلة للمكاملة 
على [0.2] + اياكان × من ]0.1] نلاحظ أن 


lim ) كب‎ = lim (Arcsin x - Arcsin0) = 


1-0 ۱/ [ - ۶ 








وبالتالي » فإن تکامل كوشي - ريمان من النوع الثاني للدالة سلس . موجود على 0,1] .كا أن 


3 نه 18 


(۳) لنأخذ الدالة 8 +-]ه,1]:] الحددة بالدستور 1 - () . ان ۴ مستمرة » وبالتای قابلة للمکاملة 


على [.1] . أياكان × من ]»,1] . نلاحظ هنا أن 
مه = lim (logx —log1)‏ = 5 كك نا 


وبالتالي : فان تكامل كوشي ‏ ريمال من النوع الأول للدالة 1 على ]*,1] ؛ متباعد امحابيا » اي أن 


المكاملة ۳۷۳ 


۳ - نظرية 


اذاكانت الدالتان ع,1 المعرفتان على ]©,3] . قابلتن للمكاملة (وفق ريمان) على كل محال مغلق [×.ة] . 
حيث ]*,3ة] ع* › وكان 0 > 8 >0 › أياكان ‏ من ]»,3] . فان : 


)١(‏ إذاكان التكامل 844 رل عتقارباء فان ۴۵۲ ل متقارب كذلك. 


(۷) |ذا کان التکامل :6۵ متباعداً : فان الع 3 عاض اق . 


البرهان 
لناحذ الدالة 8 ]صهبع]:ه احددة بالدستور f fat‏ = (×)1. لما كان 0 < 0 :با كان × من ]©»,ة] : 
فان ظ دالة مترايدة على ]©,3] . واذا لاحظنا كذلك . أن 
fdt< f gdt‏ ]0 
فعس 3 ی ۳ ۳ a EÊ Uke i N‏ 
اننا مسر أن h‏ دود من الاعل بالتكامل ( الموجود فرصا ) E dt‏ 8 . وس السهل التحقق بعد رد | ان الدالة 


امترايدة واحدودة ‏ ۲4۰ ] نهاية عندما مه .برهي ۲۵۲ 8 . ومن المکن قات (۲) بصورة مائلة . » 


4 مال 





نان الدالة لافقا . التي ساحتها ],0] . نلاحظ أنه ء اکان 1> اللقل»0 , أياكان 


+ 2 1 + 3 





1 من ]ت, كان ایا ك ) موجدا (وسای 0 فان اقل 7 موجود. 
من ا e‏ و ول وجو (فسافي 021242 املد ب ع 


هذا » ونترك للقارىء التحقق بصورة مائلة لما فعلناه في (۸,۵۳) من صحة النظرية التالية . 


وهم نظرية 


اذا كانت الدالتان ,۶ العرفتان على ],] ۰ قابلتين للمكاملة على كل محال مغلق [×ب3] » حيث 
ها ع وكان 900 > 2 >0 أباكان ‏ من ]5,ة] » فان : 


. إذاكان التكامل 44ج ”ل متقارباً » فإن التكامل 146 ل متقارب كذلك‎ )١( 


(۲) اذا كان التكامل f tat‏ متباعدا » فان التكامل rat‏ متباعد كذلك . 


V4‏ الدعل الى التحلیل الرياضي 


عارین 


تکامل رعان 


(۱-۸) 
لتكن ع [0,1]: محددة بالدستور 
( عندما یکون. × عدداً عاديا ) ۱ 
( عندما یکون × عددا غير عادي) 0 
ولتكن ۴ تجزئة ما ل [0,1] . بين أن 
1 


1 و 
f dx ۲ L(f,P) - ۱۳‏ ل U(f,P)‏ 


هل ۴ قابلة للمکاملة . وفق رعان على [0,1] ؟ 


(۲-۸) 
لتكن © - [0,1] :1 دالة محددة بالدستور f(x) = x‏ 
۱۱( بف أنه اذا کانت P,‏ رنه للمحال [0,1] ۵ لقسمة ال n‏ من الاقسام التساو به 5 فان 


طسبي نض 9 ۳ E‏ 
- (۶,۳),] و سد+ خم UPD‏ 


1 
2 
وم تحقق من أنه ایا کانت التجزئة ۳ 3 م فان 


L(f,P) > > U(f,P) 


1 ۱ 1 0 


(4-") 
تكن + [1:]0,1 دالهة محددة بالدستور ** > (*)] . 
(۱) بين اله اذا کانت ,ع زئه للمجال [0,۱) تقسمه ال م مت الاقسام المتساوية . فان 
بط FR E‏ 3 ( ,۱()],۳ 
۳ 222 3 


ثم أوجد عبارة (,1)6,۴. 


المكاملة ۳۷ 


(۲) تحقق بانه أياكانت التجزئة ۴ ل [0,1] > فان 


L(f.P) > <U(f,P) 
5 1 1 
. برهن على أن = ۲۵۲ پل‎ )۳( 


(4-۸) 
لتکن ۴8+[۴:]0,1 دالة حددة بالدستور 
( عندما بكون 5--* ( ۹ص لیس فا عامل مشترك)) 1 
9 2 4 ۱ > ( )1 
(عندما يكون »× عددا غير عادي ) 0 


e 5‏ 5 ۱ 0 1 
رهن ان ۴ قابلة للمکاملة على [0.1]) وان 0 - ۲06 1 


(ارشاد . ناخذ التجزئة ,۳ (2 <5) للمجال [0,1] . حاوية میم الاعداد العادية ٣‏ ۰ النتمية إلى 


ا 


[0:1] .نحيث 06968 . فان کان ×× عنصرين متعاقبين من ,8 ۰ فان M,)0>‏ ). 


(4-ه) 
برهن على أنه إذاكانت ۶ دالة درجية (5,4) على [3,6] ۰ فان ۶ قابلة للمكاملة على [2,0] 


۰ ۱ 0 
اوجد قيمة التکامل «۵] ] . 
3 2 


س 
اذا كانت الدالة 4 قابلة للمكاملة على [ط,ة] . فاثبت أن الدالة 0-۳ +9+ه]:ع . حيث 


۱ ۰ © + 9 0 : 
0<ع؛لمحددة بالدستور 10-0-(80 . قابلة للمکاملت‌وان ×لع ۷ - 1۵ کر ح(ارشاد . ناخذ 


النجزیه + ...دی Foe‏ د EDE‏ عيك (بنلن ...میا زلة ل [تابه] 4. 


(۷-۸) 
لتكن 1 داله حقيقية قابلة للمكاملة وفق ربمان عل [تام2] . ولیکن 
f*)x) - max {f(x) ,0[ 2 f (x) 5-5 max 1 - f(x) ,0(‏ 


اس ان كا ی ۳ 4 1 فا بله للمكاملة وفق رمال عل [a,b]‏ 1 وان 


4 f dx = dx f f dx 


(ارشاد : بین آن ۱0-۶+۲,--2۳ .) 


هف المدخل الى التحليل الرباضي 


الدوال القابلة للمكاملة وخواصها 


(۸-۸) 
برهن أنه ادا كانت ۲ دال مستمرة على [ا,3] » فوجد عدد ه من [وبع] .۰ محیت کون 


1 بل ؟‎ = (b—a) f(c) 


(إرشاد : استخدم النظرية (8,145) ۰ الي يترنب علا أن خيال أي محال وفق دالة مستمرة هو حال) . 


رم 
اذا کانت ۲ دالة موجبة ومستمرة ء ومتزايدة تماما على [ط.ه) حیث 068649 . فأثیت أن 
f(b)‏ 65 
bf(b)-a f(a)‏ = ۱۵۲ ؟ ]+۲۵۰ / 
احسب بعد ذلك التکاملن التالین : 
(حيث ‏ 0>8>9) x dx‏ ۳ 


1 
J Arcsin x dx 


(-- ۱۰) 
حدد من بين الدوال التالية على [0,1] ما کان منها قابلاً للمکاملة على [0,1] 
(عندما. يكون xX‏ عادياً) 1 
وي 1 =0 
(عندما يكون × غير عادي) | 
(عندما (xe )2 : ۱ N}‏ 0 


۱ - 600 
(عندما (لاعم: طذاغع), 1 


((۱۱-۸) 
برهن انه اذا کانت ۴ دالة حفقة 00 ة على [طية] › وكانت © داله غير سالية على [a,b]‏ ۰ وفا یله 
للمكاملة وفق رعان على [8,8] ٠‏ فيوجد عدد » من [8,6]) ۰ نحيث يكون 


8 fp ب ۲ (۲)0 = ل‎ dx 


المكاملة يفف 


(۱۲-۸) 
لاعحاد قم ات‌کامله . 
ی انا (2x + 3+ 2( dx‏ ! 4 
f )22+ 32+ 242‏ و (+2)dx‏ بر 
(۸--۱۳) 
برهن على ان 


( ارشاد . ب اند , اذاکان 1>*« >0 . فان 
X3‏ 27 
2 که > ف ' 
x‏ + ؟ ۱ ( 


)١4-4( 
برهن على صحة النتيجة (۲) من (۸,۳۵) . ثم استخدم هذه النتيجة لإثبات ما بلي : إذاكانت 5,8 دالتين‎ 
۲ حقيقيتين معرفتين وقابلتين للمكاملة على (2,0] ؛ وكان *«)ع <( اياكان × من [8,6]) . ووجد عدد‎ 


5 0 
من [ط,ة] . محیث ((# <( . ونحيث تکون ‏ 4,8 مستمرتين في , . فان , [ <:۲۵ 8 


(م هو 
35 
ادا كانت ۴-[۱2,9:؟ داله مستمرة وغير سالبه عل [a,b]‏ . وكان Û‏ = يال ) 1 3 فان 
0( . آیاکان × من [بع] . 


۳ 
اذا كانت ۴ دالة قابلة للمکاملة وفق رعان على [2:0] . وکانت م۳ تزئة ل[ط,ة] إلى 8+1 .من 


الأقسام التساوية . فاثبت أن كلا من التوالیتین ((,8,۳ ) : و ((,16۳ ) تتقارب من جك .[ . 


(۱۷-۸) 
تكن ۴+[ه,۴:]0 (حيث 4<2 ) دالة محددة بالدستور ؛ 


«3-4 


۱ ) #2  امدنع‎ ( 
0-2 4 ۳ 
0 





( عندما ۰ ۲2۸ ) 
برهن أن ۶ دالة قابلة للمكاملة على [0:8] . وأن 


1 f dx لآ‎ (x + 2) dx 


۳۷۸ المدخل الى التحليل الرياضي 


نظرية الأماسية في حساب النفاضل والتكامل 


(18-4) 
ادا كانت ۶ - [طرج] :1 داله مستمرة ؛ وکان 0 < u f(x)‏ أي كان × من [طبهة]) » فان الدالة 


XK 


[a,b] متزايدة ماما عل‎ f(x) = 1 f dt الجددة بالدستور‎ ۳ + [a,b] >R 


( ۸ ۱۹ ) 
ادا كانت ۴۴۸+ [0,ع):] داله مستمرة : فثمه عدد من ]ابو[ . نحيث 
fdx = f(y)(b—a)‏ 8 
إن هذه النتيجة ٠‏ قد لا تصح اذا كانت ۶ قابلة للمكاملة . دون أن تکون مستمرة على [ط,ه]) . (ارشاد. من الممكن 
استخدام النظرية (۸,4۳) والنظرية (١١ر1)‏ » أو بمكننا تطبيق نظرية القيمة الوسطى على الدالة ۴۸ + [8:]3,6 


لمحددة بالدستور 46م أ = (۳0 . وتسمى هذه التتيجة أحياناً ؛ نظرية القيمة الوسطى الأول في الحساب 
التكامل ) . 


(۸--۲۱) 
ادا كانت ,۴ دالتين حقيقيتين مستمرتن على [امه] ٠.‏ وکانت ۵ دالتین حقيقيتين على 
5 5 
edt‏ - 600 و 8۵[ - 500 
فان 


9 ۱ 
J ۵ ا‎ fGdx = F(b) G(b) - F(a) G(a) 
8 3 


(ارشاد . لاحظ « أن 0+۳0 (FO) =F‏ > ثم استعمل النظریتین (۸,:۶۱) ۰ و( )۸,٤۳‏ .) 


(۲۱-۸) 
( 1 اچے 
لتکن ‏ داله قابلة للاشتقاق على ۴ > ولنعرف داله ۴ على 78 بالدستور :4 *] ۳ = F(x)‏ 


برهن أن ۴ قابلة للاشتقاق علی ‏ ۰ وأن 00 00-8706086 5 اکان × من 8 . واذا کانت 1 دالة قابلة 
لاشتقاق أيضاً على ۶ . وکانت 6 دالة على 8 عددة بالدستور 


الکاملة ۳۷۹ 


30 2 dt 
XK 


G(x) = |‏ 
nes‏ 
فاثبت أن 6 قابلة للاشتقاق على © ۰ ثم حدد الدالة المشتقة © على © . 
(مى-9") 
اذاكانت 82خ [1,1-]:م دالة محددة بالدستور 
1 
F(x) = / ] 1 + 518 )510 ( ۲‏ 


فرهن ان الدالة العکسية د۴ موجودة وقابلة للاشتقاق على (]1,1-[)۴ . عين القيمة العددية للمقدار 
(0) (-م) 


(مج"؟/) 
برهن أن تكامل كوشي ‏ رتماك dt‏ ۱ متقارب اذاكان 1<م » ومتباعد ادا کان 1 >م. 


(4-4؟5؟) 
نكن 8 ع ۳ ۲۰ دالة محددة بالدستور ‏ 1(ا*-© - ()] . حيث كط عدد حقيق موجب . برهن على 
تقارب تکامل کوٹی ‏ رعان ۲۶ ۳ ۱ 


(۸-- ۲۵) ۲ 
برهن على وجود التکامل ,۶*۵ رل . 
(إرشاد. لاحظ أن »م >*- 06 . أياكلن ع من ]»,1] »۰ وبرهن کا فعلنا في المّرين (۱) من (۸,۵۲) ۰ أن 


( متقارب‎ 1 e"' dt التكامل‎ 


(4-+؟5") ظ 0 
تكن ۴۸+ [۴:[0,1 دالة محددة بالدستور - 609 > حيث ۴ ©م . برهن ان تكامل کوشي ‏ 


1 
رعاد هن متقارب عندما 1 >م ۰ ومشاععد عند‌ما [ 2 , 


۳۸۰ الدخل الى التحليل الرياضي 


(۲۷-۸) 
ادرس تقارب أو تباعد کل من تکاملات کوشی -- ربمان التالية : 








: dt :: ` ال‎ 

9 / ۷+1 4 ۴ )1- 1 (۶ 

(iii) 1 te dt (iv) f, Sat 
log t تچ٣‎ 
إل ل‎ (vi) اح‎ 

a جر‎ 


(۸--۲۸) 
س ۳ قارب دري e‏ عن تكامل كوثني 5-1 ريمان للدالة ۴ انه يارب مطلقابإذا کان 2-5 
ا «f‏ ری ی کم ال و رب هناد | 6 ts‏ 


1 ۳ 
1 ۹۳ با ظط ۲ 1 1 - | 
(۱) برهن أن تکامل كوشي ‏ ران 4 هسیر متقارب مطلقاً . 


(۲) برهن أن تکامل کوشی -- رعان ta‏ ۱ متقارب شرطیا . 


نورد فيا يلي جدولا للمصطلحات 


الانجليزية . 








Union 
تطبيق توبولوجي‎ 
Continuity 
uniform — 
ا‎ 
ف‎ Method 
= صف‎ ۱ 
tabular — 
— غاا ق‎ ۱ 
defining property — 
تكامل‎ 
مانت الأدنى‎ I” 
ربمان الأعلى‎ - 
غير حجدد‎ - Divergence 
7۳ Partition 
متباعد (امجاییا)‎ - 
د - متباعد (سلبيا)‎ 
ا‎ partial — 
من النوع الأول‎ - total حك‎ 
ی لنوع الثاني‎ Covering 
تمهيد‎ subcovering 
تناظر‎ Refinement 
Convergence 
conditional — 
absolute — 
لاني مرنب‎ uniform — 


۲A1 


المستعملة في الكتاب » مرتبة وفق الحروف الانجدية العربية »مع مقابل كل مها باللغة 


pointwise — 
Intersection 
Topological mapping 
Contraction 


Equivalence 
س‎ 5 
— relation 


Integral 
lower Riemann — 
upper Riemann — 
indefinite — 
convergent — 
(positively) diverging — 
(negatively) diverging — 
definite — 
— of the first kind 
— of the second kind 


Lemma 


Symmetry 


Ordered triple 


TAY 


۱ ديكا زي 


مه غات 


اب 


جاعة 


ال بت الادنی 
اژ ‏ الاأعل 


زان 


- مرب 


- واحدبه 


نات 


داعت کسه عه 


داله 
اة 


- ابتك انه 


- ۳3 عیلد کیج 
hir‏ 


(۳ 


1 


(۳ 


للدخل ال التحليل الرياضي 


1ن ۱ 
— ۵۲۱۳6۱81 


— of 5 
Family 
Neighbourhood 


Sine 


hyperbolic — 


00511 


hyperbolic — 


Bound 
infimum 


supremum 


Field 
complete — 


ordered — 


Ring 


unitary — 


Property 
global — 
defining — 


local — 


Image 
inverse — 


difêcl ل‎ 


Interior of ã Sêl 


Function 


elementary — 


greatest ۱۳۱۱6۵8۵6۲ — 








۱ عيا مر و او عل 


فردبه 

قابلة للاشتقاق 

قابلة لالاشتقای 8 مر و 
فابله للمکاملة 

قو 

وعاريتمية 

متبايئة او واحد إلى واحد 


مترايدة ( تماما ) 


- متناقصة ( تماما) 


ممدودة 

مدوده من الأدنى 
محدودة من الأعل 
مسافة 


مطر دة 

منتظمة الاستمرار 

نصف مستمرة هن الأدنى 
نصف مستمرة من الأعلى 


النباية 


exponential — 
quadratic — 

— tends 6 
contraction — 
constant — 
bicontinUOus — 
51116 سل‎ 

hyperbolic sine — 
cosine — 

hyperbolic cosine — 
real — 

real — of a real variable 
empliy — 

SED — 

periodic — 
hyperbolic — 

even — 

76۲0 — 

Inverse — 

surjective 6۲ 6۳000 — 
odd — 
differentiable — 

n -times differentiable — 
integrable — 

0۷۷6۲ — 

— of two variables 


logarithmic — 


injective or 1-1 سب‎ 


(strictly) increasing — 


(strictly) decreasing — 
bounded — 

bounded below — 
bounded above — 
distance — 
continuous — 
identity — 


حل 111011060116 


uniformly continuous — 


lower semicontinuous — 
upper semicontinuous — 


limit — 


سا الح للات 


YAT 
positive integer, natural — طببعي‎ - Law دستور‎ 
rational — عادي‎ - commutative or abelian — تبديلي او ابي‎ - 
irrational — غير عادي‎ - associative — ب مجميعي او قابل للدمج‎ 
Sî — 58 ظ‎ left distributive — توزيعي من السار‎ - 
total order — يتين كل‎ ie دلا‎ 
بل‎ 
equivalence — تکافو‎ - 
Period دور‎ 
25151711111611 — لي" يرج ظرة‎ 
transitive سب‎ E REE 1 
1 و‎ 
591111116111 — 3 متناظر‎ 
reflexive میگ 2 ل‎ ۱ 
Group زمرة‎ 
Lomparable elements عناصم قابلة لنمقارنة‎ commutative or abelian — آو ابلة‎ | 
Operation عملية‎ Pair ردج أو ثنائية‎ 
commutative or abelian — تیدبلة او ابلة‎ - ordered — مرب‎ - 
355013111086 تجمععية أو قابلة للدمج ل‎ - 
distributive — سا تو ز بعبة‎ 
left distributive — تور بعبة من السار‎ 7 
right distributive — تو زبعة من الهين‎ Domain E e 
binary — ناه‎ -- 
Element شش عنصر‎ 
least — هن‎ ۱ 
pe Nel شک‎ 
اکر ل او اق اع‎ = : 
lower bound حاد سن الادنی‎ 
upper bound حاد من الأعلى‎ - 3 
(strictly) preceeding — سابق (عاما)‎ - 
۱ : ۱ Class صف‎ 
ıdenlity — محاید‎ - 
۱ : ۱0۱۷216166 — ا‎ 
(strictly) succeeding — و 5 - الاق اما‎ 
— of functions دوال‎ - 
ظط‎ 
ا‎ 
Cover ا‎ End-point of an interval طرف غال‎ 
subcover جزی‎ 
فب‎ 
Number عدد‎ 
Space فضاء‎ real — حقیو‎ - 
euclidean — (of n dimensions) ( n اقلیدی وذو أبعاد‎ integer, whole — ۳ 41 





TAS 
trivial — س اوه‎ 
complete — سب تام‎ 
subspace حزنی‎ 555 
usual real — وت حفيق مالوف‎ 
linear — خط‎ 
compact — سب تراص او ملتحم‎ 


sequentially compact — 


ل هري — metric‏ 
ل متصل او مترابط — connected‏ 
منظم — normed‏ 
نف ها ل discrele‏ 


ذأ 
سب النقاط المغزلة of isolated points‏ — 


2 
قايلية العد Countability‏ 
فا ید 5 Rule‏ 
قبمة Value‏ 


- دالة في نقعطة 
- متوسطة 


the — of a function at a point 


intermediate — 


. سط — mean‏ 
ك 
کثه حدود Polynomial‏ 
ه تابلور — Taylor‏ 
كر Ball‏ 
- محدوفة الرکز مركرها deleted neighbourhood of x» xX‏ 
معلقةه — closed‏ 
عفت حه — open‏ 
5 
حسافه Closure‏ 


۱ 





الدخل ال التحلیل الرباضي 


مبدأ الاستقراء الرباضي 
مترك 
- تافه 
- الفضاء الحزني 
- القمة المطلقة 


- جزئبه 

- متباعدة 

- متزايدة ( تماما ) 

- متماربة 

- متناقصة ( عاما) 

- مطردة 

- مطردة بعد عدة حلود 
ال 

ول 

- دود 


حموع آدنی ( أعلى ) 


مجموعات ذات ادلة 


حموعة 
یوم 
- ادلة 
- استقرائية 
3 الأعيداد الحققة 
5 ال عراد الصححهة 


Principle of mathematical induction 


Metric 
trivial — 
subspace — 
absolute value — 
usual — 
uniform — 
discrete — 


relative حت‎ 
Complement of a set 


Sequence 
real — 
subsequence 
divergent — 
(strictly) increasing — 
convergent — 
(strictly) decreasing — 
monotone — 


eventually monotone — 


Interval 
subinterval 
bounded — 
open — 
closed — 
degenerale — 
left - half - closed — 
right = half = open ع‎ 
Nested intervals 
Lower (upper) sum 
Indexed 5 
Sel 
— of subsets 
indexing — 
inductive — 


— of real numbers 


— of integers 


الأعداد الطعة 

ت الأعداد الععادية 

- اعدا غم العادية 
تعر یف 

- جزئية تماما ) 

- خاصا القسمة 

- خالية 

8 ديکارتية 

- قابلة للعد 

قابلة العد اللامتبی 


= رة 


نظرية 


- الاستمرار النتظم 

- ارعمیدس 

- الووتب الد 

8 قارب ال 

- ديديكند 

- دي 

- القيمة الا كبر والقيمة 
الأصغر 

- القيمة المتوسعلة 

- القيمة الوسعلی 


النتقطة الثابتة 


5 1 
نت الصطلسات 


— of natural numbers 
— 0] rational numbers 
— 0] irrational numbers 
— of definition 
(proper) subset 

quotient ل‎ 

empty or null — 
cartesian — 

countable — 

countably infinite — 


power — 


93 ا 


Theorem 
uniform continuity — 
Archimedes" حل‎ 
well-ordering — 
uniform convergence — 
Dedikind's — 
Dini's — 


maxımum and minimum 
value — 


intermediate value — 
mean valuê — 


fixed point ل‎ 


Norm 


uniform ل‎ 


Point 
fixed — 
limit ل‎ 
interior — 
ideal — 
cluster — 
Limit 


— 01 a ۵ 





- لا منهية 

- شود ود و س الأدنى 
(من الاعلی) 

- مربة جريا «کلیا) 


ردد داله 


موسم الأعداد الحقيقية 


TA 


۲ 

— 7۲ 

— of a sequence 
lefl ل‎ 

righl — 

dense — 

infinite — 
bounded below 
(above) — 


partially (totally) ordered — 
derived — 

closed — 

open — 

finite — 


— of arrival 


Rangê 

Ordered n-tuple 
Filler 

Composite function 


Completenes or 
Supremum axiom 


Derivative 

Criterion 

Differentiation 
Restriction of a function 
Inverse 

Integration 

Extension of a function 


Exlended real numbers 

















ا 


a 


5 


9 
1 
0 
0 د"‎ 
3 
6 
۰ aR 
ل‎ 
> 
N 
9 
۳ ۱ 
١ 
5 3 
a. 
به‎ 














نورد فما بلي قاعة بالرموز المستخدمة في هذا الكتاب مع ما يعنيه كل منها باللغة العربية 


المجموعة 1,...,211]) 

جاعة من انحموعات مجموعة ادلنها] 
انحموعة 4 تكافيء المجموعة 8 
احموعة ۸ محتواة (عاما) في 8 
إجئاع المجموعتين ۸,8 

تقاطع الجموعتين ۸,۳ 

حاصل طرح احموعة 8 هن المجموعة ۸ 
القرق التناظري ل A,8‏ 

3 عنصر ينتمي ال بش 

8 بسق (غاما) 9 

۸ محموعة مرتبة بعلاقة الرتيب > 
حالات من 8 

الدالة العكسية شصور دم على [0,75] 
الدالة لمکية لقصور «نه على [ .5 


> [1 , 2 < 

1 ع 1 , (رث ) 
A = 8‏ 

AC B(AC 8( 
لامر‎ 8 

An 8 
كر‎ 8 

A AB 

a ع‎ A 

a » )ط‎ a > (ط‎ 
(A, «6) 


Ta 91| 8] او‎ ADO | ددسو‎ 


۲ 5 


Arce s1n 


۱۸۹۷ 


TAA 


المدخل الى التحليل الرياضي 


الدالة العكسية لقصور اه على ],0] Arg ch‏ 
الدالة العكسية ل 58 على 8 arg sh‏ 
احموعة ه المزودة عترك الفضاء الحزني من ((76,1) ( (A, Du,‏ 
كرة مغلقة مركزها م« ونصف قطرها Xo, €) ٤‏ )8 
مجموعة الدوال الحفيقية احدودة على × 2 )8 
مجموعة الدوال الحقيقية الستمرة على × (02 
مجموعة الدوال القابلة للاشتقاق 8 مرة على محال مفتوح C"‏ 
محموعة الدوال القابلة للاشتقاق من اية مرتبة على محال مفتوح ۳ 
جيب العام الزائدي ch‏ 
احموعه المشتقة ل ۸ D( A)‏ 
المسافة بين ,3 في الفضاء ((06,1) (ظ D(a,‏ 
السافة بين النقطة 8 وامحموعة 8 في (,>) (8 D(a,‏ 
السافة بين احموعتین 4,8 في (5,×) ( 8 D(A,‏ 


الدالة الشتمه ل ؟ 
مشتق الدالة ۴ في النقطه مل 


ساحة او محموعة تعر یف الدالة ۶ 
خارج المجموعة ۸ 

صف تكافوٌ 8 

الدالة الاسة 

؟ دالة من (5,) الى ('9/,2) 
؟ دالة حقيقية على (06,5 

3 داله حقيقية للمتغير الحميق 
مقصور ؟ عل ۸ 

الخیال الباشر ل ۸ وق ۲ 


1 او 1 أو Df‏ 

(,) ۴ أو تاد او (مد)(0) 
“D( Ff)‏ 

Ext ) A) 

E 

exp 

f:(X,D)~“(Y,D°')}) 
f:(X,D)~R 
f:S+R,(SCR) 

)| A 


]) A) 


مسرد الرموز 


الخیال المکسی ل 8 وفق ؟ B)‏ ) ۲ 
حموع الدالتین 6,8 8 + 
حاصل ضرب الدالتين 6,8 fg‏ 
حاصل قسمة الدالتين ۲,۵ 3 
مركبة الدالتین ع,؟ ۱ 

۱ 5 7 3 ۳" 
تکامل رعان الاعل (الادنی ) على [,2] dx ( ] , f dx)‏ 1 1 


س 


1 dx ۵ ۷ dx reff × ; . . . تكاملات کوشی-ر بان‎ 


المحموعة الخالية 2 
داخل الجموعة ۸ ) Int ) A‏ 
داله المطابقة على × lx‏ 
الیل الادنی inf‏ 
حموع ر ان الأدنى للدالة ۴ بالنسبة للتجزئة ۴ (۴ ,۲ ) ۱ 
اللوغاريتم الطبيعي log‏ 
النباية العنى ( (الیسری) ل ۲ في × نسوس 
الناية العليا (الدنيا) ل ؟ في × ( lim sup f (x ) ) lim inf f (x)‏ 
× هی نباية التوالیه [x,}, AEN‏ تن ا ا 
مجموعة الأعداد الطبيعية N‏ 
كرة مفتوحة مرکزهای ونصف قط ها  ( ٤‏ , و۷ ) ۷ 
كرة مفتوحة محذوفة الرکز زع ,ید ) ۱۷ 
تزنه محال ۲ 
الحداء الدیکاری للمجموعات ۸۵,۰۰۰,۸۵۰ 14 
الحداء الدیکارنی للمجموعات ...,ب۸۵.,۸ I A,‏ 


الحداء الديكارني للجاعة ۸۱۱1 


۳۸۹۹ 


۳۹۰ للدعل الى الل الرياضيي 


مجموعة الا عداد العاد ية Q‏ 
مجموعة الأعداد الحقيقية (الوجبة) R(R,)‏ 
فضاء الأعداد الحقيقية المألوف 8 
موسع الأعداد الحقيضية R*‏ 
الح الر اندي sh‏ 
الیل الأعل sup‏ 
فضاء متري مؤلف من انحموعة ‏ المزودة بالمترك 0 )5 CK,‏ 
القيمة المطلقة للعدد اطقیق x‏ | * | 
متوالية N‏ ع 1 , ( ,۷ | 
مجموعة الاعداد الصحصحة 4 
التقطة المثا لمه زائد يه مهاب د او + 


النقطة المثالية ناقص لا نهاية و 
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انتبى بحمد الله 
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